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Le  plus  ancien  auteur  connu  d'élémens  de 
géométrie  et  même  d'arithmétique  vivait  à 
Alexandrie,  sous  le  premier  des  Ptolémée, 
dans  le  troisième  siècle  avant  l'ère  vulgaire. 
A  l'époque  d'Euclide ,  les  chiffres  n'existaient 
pas  encore  chez  les  peuples  occidentaux ,  Tim- 
primerie  n'était  pas  inventée  ;  il  n'y  avait 
point  de  livres  divisés  en  feuilles,  subdivisés  en 
pages  numérotées ,  reliés  sous  forme  de  parai- 
lélipipèdes  compactes.  On  ne  connaissait 
que  des  manuscrits  tout  d'une  pièce ,  rou- 
lés en  cylindres  ,  sans  numérotage ,  sans 
réclame  et  souvent  même  sans  intervalle 
entre  les  mots  ;  car ,  la  matière  était 
chère  et  il  fallait  ménager  la  place.  Dans  cet 
état  de  choses ,  il  devenait  extrêmement  dif- 
ficile de  faire  des  citations  et  d'indiquer  les 
endroits  cités.  Dans  un  ouvrage  de  quelque 
étendue  ,  Fauteur  devait  se  fier  à  sa  mémoire 
poorne  pas  s'exposer ,  soit  à  se  répéter ,  soit  à 
se  i:onti*edire.  Toutefois ,  la  géométrie  repose 
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entièrement  sur  des  citatîoDrs.  Le  deitilet  théo- 
rème s'appuie  sur  tous*  ceux  qui  le  précèdent, 
et  qu'il  faut  sans  cefse  ^voiv  pr^ns  à  l'esprit. 
Que  faitEuclide  ?  dès  qu'il  a  besoin  d'une  pro- 
position démontrée  auparavant ,  il  la  copie  en 
entier  ;  il  aura  fait  cent  fois  un  certain  genre 
de  mlOiKBeinent,  qa'il  le  r^pétem  h  ce»!  et 
nmktM  fo»  et  daii»les  mêmf^  leim^s.  fi«§  vpj^ 
titkm»  araieiit  l'avantage  df  imprimiei'  la  scient 
daas  la  ménuDire  du  diftcifkte  ;  eUe$  éuîent  m^aie 
obiigmrcommfi  oeUaaqu' W  reneqotre  daps  Ho- 
mère ,  d  par  le  même  motif»  de  rappeler  au 
lecteur  ce.  qu'il  avait  dqi  lu  a  qu'il  ne  pou- 
vait plin*  akémeiiit  retrouver.  D'aiUl«urs>  la 
méthode  d'Encbie  élait  excellent^  pour  laire 
ressortir  l'immenat  supériorité  de  la  dialecti  - 
que  des  géomètres;,  ils  pas^«t  iwyms  les 
mêmes  déamti»» ,  UwsanJ:  toiçaors  aux  mots 
les  mêmes  acceptioûfr,  ai»  çhosess  les  mêmes 
propriétés ,  ne  s?avançant  jaanw  au  hasard  et 
pour  ainsi  dire  ne  plaçait  une  assise  que  lpr§- 
que  eeUes  de  dessous  sont  entièrement  coi>- 
solidées»   Au«?i  l'ouvrage  d'EucUde  fut  dps 
son    apparition  ,    et    uiérita    d'être    l'objet 
d*un  culte  qui  s'e^  perpétué  chez  les  moder- 
nes; jusqu'au  i7^siècle,  U&qidnze  livres  étaient 
à  peu  près  le  seul  ouvrage  dassicpifi.  Cepeu* 


émt  une  grande  bévolutioii  s'opëraif.  Les  an- 
dêns aipaîent  imetendaïke à  ramener  Parith- 
mëttque  à  la  ^ométriè  ^  on  ocmimença  à  suivre 
nne  érection  oppoftée*  D'abord,  les  longueurs 
des  lignés  ^  leurs  ri^ports  i  forent  évdués  en 
nomhwBS  ;  an  lien  de  consti*uire  des  triangles» 
on  fut  a  même  de  les  ealculer  ;  ensuite  Gava- 
leri  et  snétdnt  Wallis  réduisirent  l'évaluation 
^es  surfaces  et  des  volumes  à  des  sommations 
de  séries  $  dès«lons  pour  faire  entrer  dans  l'a- 
ritlnnétique  toute  la  science  de  l'espace  ,  il  ne 
restait  qu'à  exprimer  numériquement  des  po- 
sitions et  des  formes.  Or  la  ferme  d'uue  ligne, 
d'une  surface  9  ne  consiste  que  dans  la  loi 
de  sucdesstoh,  dans  la  position  des  points,  et 
cette  position  iieut  être  assignée  an  moyen 
de  distances  évaluables  en  nombres*  Sescdrtes 
fit  cet  immense  pas  et  ouvHt  mvt  sciences  exac- 
tes nne  source  d'eu  déconient  tons  les  jpro- 
grès  cfo'elles  ont  £Mts  jusqu'à  nos  jour».  New- 
ton devina  toute  l'étendtie  de  la  nouvelle 
méthode  et  prodama  t arithmétique  Maiwer- 
selkf  qui  s'applique  aux  temps»  aux  espaee^, 
anx  forces,  h  tout  ce  qui  dans  l'univers  est  me- 
surable. L'instrument  de  cette  arithmétique 
n'est  pas  un  sy^ème  restreint  de  numération, 
mais  un  ensemble  général  de  signes  d'opéra- 
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tioDs  qui  porté  un  nom  d'origine  douteuse» 
C'est  l'algèbre.  La  révolution  cartésienne  dut 
exercer  une  grande  influence  sur  l'enseigne- 
ment mathématique;  les  Bemoulli,  l'Hôpital , 
et  divers  géomètres  du  continent  cultivèrent 
la  méthode  algébrique^  et  Ja  perfectionnèrent 
sans  cesse.  C'est  surtout  Euler  qui  en  comprit 
tous  les  avantages  et  s'en  servit  le  premier 
pour  démontrer  la  mécanique,  a  Usussum  me^ 
tkodo  analjrtica ,  quce  synthcsi  in  insiruendo 
merito  longe  prœferri  solet,  »  (Mech. ,  t,  i, 
dédicace.  ) 

On  sait  que  Newton ,  forcé  de  céder  aux 
préjugés  mathématiques  de  son  siècle,  a  été 
contraint  d'écrire  ses  principes  dans  le  style 
synthétique.  Yolci  ce  qu'en  dit  Euler  dans  la 
préface  de  l'ouvrage  cité  :  > 

«Sedqûod  omnibus  scnptis,  quœ  sine  ana^ 
fysi  sunt  composita,  idpotissimum  mecka- 
nicis  obtingit,  ut  lector,  etiamsi  de  veritate 
eorumquœ  proferanturconifincatur,  tamen 
non  satis  claram  et  distinctam  eorum  cogni^ 
tionem  assequatur,  ità  ut  easdem  quœstiones, 
si  tantillum  immutentur  9  proprio  marte  ifijc 
resolçère  t^aleat,  nisi  ipse  in  analysin  in-^ 
quirat,  easdemque  propositiones  anaiytica 
méthode  evolvat. 
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Idem  omnino  nUhi  cum  Nevi^toniprincipiaet 
Hermani  Phoronomia  ' perlustrare  cœpissem 
usu  t^enitf  ut  quanwis  plurium  problematum 
solutiones  satispercepisse  mihi  viderer,  tamen 
panun  tantum  discrepantia  )problemata  re- 
solvere  non  potuerim.  Illo.igilur  tempore , 
quantum  potui ,  conatus  sum  analysin  ex 
synthetica  illa  metïiodo  elicere  y  easderhque 
propositiones  ad  meam  utilitatem  analytice 
pertractare ,  quo  negotio  insigne  cognitionis 
meœ  augmentumpercepi.  Simili  deinde  modo 
alla  quoquepassim  dispersa  ad  hane  scient 
tiam^spectantiascripta  sum  persecutus  ;  quce 
omnia  ad  meum  usum  meihodo  plana  et 
œquabiU  exposui,  atque  in  ordinem  idoneum 
digessL  »  ' 

Ces  aveux  échappés  à  un  savant  sincère  y 
honnête ,  modeste  et  qui  possédait  aussi  le 
plus  grand  génie  mathématique  qui  ait  peut- 
être  jamais  existé ,  ces  aveux  précieux  nous 
montrent  mieux  que  tous  les  raisonnemens  les 
avantages  de  la  méthode  cartésienne.  Toute- 
fois l'Angleterre  eut  toujours  de  l'éloignement 
pour  cette  méthode,  etcertespar  ce  même  esprit 
*  de  nationalité  qui  repoussa  l'algorithme  Leib*^ 
nitzien ,  si  évidemment  -préférable  à  la  nota- 
tion flaxionnelle  ;  dans  le  dernier  siècle  ;  le  ce- 
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lèbre  EàoKam  Robert  SiéipMa  donaa  ilne 
nouvelle  tmpalsiba  à  Fétiide  dés  aneiemieB 
méthodes  géométriques  en  restaurant  les  por 
rismes  d'Apollonius  et  deTinantèeuid^Euelide; 
Thomas  Simpson  publia  même  des  éiémens 
calqués  sur  eeux  du  géomètre  d'Abxandrig. 
Ces  élémens  ont  obtenu  nu  iHnstre  suffrage , 
Legendre  les  a  adoptés  i  il  est  à  regretter  que 
ce  grand  géomètre  qul^  à  l'instar  d'Ikiier ,  a 
consacré  une  louf^ue  carrière  à  perfectionner 
toutes  les  branchés  des  mathématiques  et  à  en 
créer  une  nouvelle ,  celle  des  fonctions  dlîp- 
tiqnes»  et  qui  réunissait  dans  un  degré  si  émi- 
nent  la  logique  sévère  des  géomètre^andens 
an  talent  calculateur  des  analystes  modernes^ 
ait  consenti  à  être  imitateur  et  n'ait  pas  voulu 
nous  donner  une  science  de  l'espaee  qu'il  au- 
rait porté  de  pritpe  abdrd  à  la  perfection; 

La  géoinétne  pbopreinent  dite  ne  contient 
réellement  qqe  trois  propositions  fondamental 
les  :  la  somme  des  angles  du  triangle  ;  l'aire  du 
rectangle  et  lé  volume  du  parallélipipèdè  rec* 
tanglei  tout  le  reste,  secondaire,  subordonné, 
est  le  plus  souvent  le  résultat  d'un  calcul  de 
rapports  y  d'un  calcul  trigohoméiriqne  qui  a 
l'avantage  d'indiquer  les  chaogemens  qu'il 
ftnt  fait*»  à  l'émucé  du  théorème»  lorsque 


les  données  dé  la  question  changent  leurs  po^ 
sitions  relatives  j  dcTicnnent  nulles  ou  infi-^ 
nies»  Le  passage  du  commensuriable  à  Tin- 
commensurable  ,  de  la  droite  à  la  ligne 
courbe^  s*opère  toujours  facilement  et  de  la 
même  manière,  à  l'aide  de  ce  principe  d'Ar- 
bogast  :  «  Si  deux  quantités  constantes  sont 
renfermées  entre  deux  limites  variables  dont 
la  différence  peut  descendre^  au-dessous  de 
toute  quantité  assignable,  les  qça^tités  con- 
stantes sont  égales.  «Principe  d*ùii£  éridence 
jntuitiTe  et  qui  dispense  de  recourir  aux  ex- 
pédions hasardeux  des  infiniment  petits  et  aux 
longueurs  rebutantes  des  rédactions  4  l^absur» 
de;  quant  aux  propriétés  des  lignes  et  des 
surfaces ,  elles  peuvent  se  déduire  de  la  théo- 
rie des  équations  4]pii,  dans  cette  partie  de  la 
science  9  joue  le  même  rôle  que  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  en  mécanique.  L'ou- 
vrage de  Bé;Eoat,  trop  peu  étudié ,  sur  Téli- 
minatiofi,  renferme  plus  de  propriétés,  de 
lignes  et  de  surfaces  algébriques,  que  beau- 
coup de  volumineux  traités  ayant  ces  proprié- 
tés pour  but  spécial  de  recherches.  Les  anna- 
les mathématiques  de  II«  Gergonne  contien- 
nent aussi  beaucoup  de  documens  précieux, 
propres  à  enrichir  et  surtout  à  simplifier  ren- 
seignement de  la  science. 
<^0Biétrie. 
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1.  La  délimitation  des  divers  pays  occu- 
pés par  les  nations  ,  la  fixation  des  bornes 
entre  les  propriétés  territoriales  des  parti- 
culiers y  sont  des  opérations  qui  ont  donné 
naissance  à  une  science  que  ,  d'après  son 
origine  ,  on  appelle  Géométrie  ou  Science 
de  la  mesure  des  terres  (  i  ). 

2.  Ces  opérations  exigent  que  Ton  puisse 
figurer  sur  un  petit  espace ,  tel  qu'une  feuille 
de  papier  ,  de  grandes  étendues  territoria- 
les ;  de  manière  que  la  figure  dessinée  re- 
présente exactement  en  petit  l'étendue  et 
ta  position  de  toutes  les  parties  du  terrain. 
Par  la  nécessité  d'établir  une  parfaite  simi- 
litude entre  les  objets  et  leurs  représenta- 
tions figurées  en  petit,  on  a  été  amené  à 
étudier  les  propriétés  de  ces  figures,  indé- 
pendamment de  la  nature  des  objets.  L'en- 
semble de  ces  propriétés ,  réunies  en  corps  de 
doctrine  ,  constitue  la  science  de  l'étendue 


(i)  r»,  »,  la  terre;  .wsTpîw  ,  je  raesare. 
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eïi  gënéral.  Toutefois,  on  la  désigne  encore 
sons  le  nom  de  Géométrie,  quoiqu'il  ne  s'a- 
gisse plus  spécialement  ni  de  pays  ,  ni  de 
champs  ou  dé  tout  iftuire  bbjfei  territorial. 

3.  Quelle  que  soit  la  nature  des  corps  , 
ils  remplissent  un  espace  plus  ou  moins  con- 
sidérable ;  on  a  donné  à  clet  espace  le  nom 
de  volume i  ainsi,  un  vase  étant  rempli  de 
liquide  ,  ^i  on  bt  vidie  «tittèrfitn«nt  t'es^tice 
vide  représente  Ile  toll^dte  dilk  lîqUièe  \  de 
même  aans  un  moule,  le  vide  est  le  volume 
de  Tobj et  qu'on  doit  y  fondre.  L'image  dans 
une  glace  occupe  un  volume  et  ne  renferme 
aucun  corps. 

4.  On  donne  le  nom  ée  t^urface  à  l'en- 
veloppe du  volnme ,  à  ce  qui  le  limite  d« 
toutes  parts;  c'est  sur  la  surface  des  corps 
que  l'on  dessine;  on  écHt  sur  1b  surface  du 
papier. 

La  paroi  d'un  v^se  en  est  la  surface  inté- 
rieure ,  etc. ,  et  Tombre  portée  par  un 
corps  est  une  surface. 

5.  On  appelle  ligne  le  contour  d'une  sur- 
face, ce  qui  la  limite  de  toutes  parts;  ainsi 
les  bords  de  l'ombre»  ceui  d'une  table ,  sont 
des  lignes. 

6.  L'endroit  où  deux  surfacses  m  rencon- 
trent se  nomme  leur  intersection  ;  on  peut 
la  regarder  comme  une  limite  commune  aux 
deux  surfaces;  par  conséquent,  cette  inter- 
section est  une  ligne.  Par  exemple,  IMnter- 
section  des  surfaces  de  deux  murs  dans  un 
appartement  ,  celle  de  la  surface  d'une  ri- 
vière avec  la  surface  du  rivage  ,  sottt  des 
lignes. 

^,  On  peut  tracer  sur  une  surface  donnée 
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une  infinité  de  lignes  $  car  on  peut  ima- 
giner une  infinité  de  surfaces  qui  rencon- 
trent la  surface  donnée  (6). 

8.  L'extrémité  d'une  ligne  se  Tyomme  point. 
Il  s'ensuit  que  l'endroit  où  deux  lignes  se 
coupent ,  que  leur  intersection  est  un  point  ; 
car  cette  intersection  peut  être  coasidérée 
comme  l'extrémité  commune  aux  dei^x  ligqç^. 
Ainsi  dans  une  table,  les  endroits  où  dieux 
bords  se  rencontrent  sont   des  points. 

g.  On  pçvit  prendre  sur  une  ligne  une 
infinité  de  points  ,  car  on  peut  imaginer 
une  infinité  de  lignes  qui  rencontrent  la 
ligne  donnée  ;  par  cqnséquent  Qq  peut  aussi 
prendre  sur  une  surface  une  infinité  de 
points  (7). 

10.  L  intftrsfiçtion  ^  trois  ^urface^  est  un 
point  ;  car ,  considérée^  deqx  à  deux ,  les  sur- 
faoes  se  coupent  suivant  trois  lignes  (6)  , 
et  l'endroit  où  ces  trqis  lignes  se  coupent 
est  le  point  coinmun  aux  trois  surfaces  ; 
ainsi  ,  dans  une  chambre,  chaque  coin  est 
un  point  d'inte4'sectiQn  des  surfaces  des  deux 
murs  adjacens  et  de  la  surface  4u  plancher 
ou  du  plafond. 

1 1 .  Parmi  toutes  1^  lignes  y  il  en  existe 
un^  à  laquelle  npus  f^pportons  toutes  les 
autres,  dont  tput  le  oioni)^  ^  le  sentiment» 
c'est  la  ligne  droUç  ;  il  q'est  pas  possible  et 
il  n'est  pas  nécessaire  de  la  définir  :  c'est 
une  notion  pr^mi^^e, 

11.  Par  d^ux  points  ,  on  peut  toujours 
fairf!  passer  pne  droite  ,  mais  p2|s  plu^  d'une 
droite,  e|:  cette  droite  peut  être  indéfiniment 
prolongée  dans  les  deux  sens,  par  chacune 
de  ses  (|^ux  ei^trémité^. 
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i3.  Parmi  toutes  les  surfaces,  il  en  existe 
une  à  laquelle  nous  rapportons  toutes  les 
autres ,  et  dont  chacun  a  le  sentiment  ;  c'est 
la  surface  plane.  On  peut  la  définir  à  l'aide 
de  la  ligne  droite;  en  effet,  une  surface  est 
plane  lorsque  prenant  à  volonté  deux  points 
dans  cette  surface  (9)  et  les  joignant  par 
une  droite  (12),  dans  quelque  sens  qu  on 
prolonge  cette  droite  ,  elle  reste  toujours 
sur  la  surface  ;  ainsi  les  murs  de  nos  ap- 
partemens  ,  les  tables ,  le  papier,  sont  autant 
de  surfaces  planes.  Les  colonnes  ne  présen- 
tent pas  des  surfaces  planes  ,  parce  qu'on 
ne  peut  mener  des  droites  que  dans  le  sens 
de  leur  longueur.  On  donne  aussi  à  la  sur- 
face plane  le  nom  abrégé  de  plan  :  ainsi 
une  surface  plane  et  un  plan  sont  deux 
mots  qui  ont  même  signification. 

i4«  JPar  un  point  donné ,  on  peut  faire 
passer  une  infinité  de  plans.  En  effet  ,  me- 
nant un  plan  parce  point,  on  peut  donner  à 
ce  plan  une  infinité  de  positions  sans  lui 
faii*é  quitter  ce  point  ;  on  peut  réaliser  ce 
mouvement  en  plaçant  une  feuille  de  papier 
sur  la  pointe  d'un  canif. 

i5.  Par  la  même  droite,  on  peut  faire  pas- 
ser une  infinité  de  plans;  même  raisonnement 
que  dessus  (i4)  :  on  voit  ce  mouvement  dans 
une  porte  qui  tourne  autour  de  la  ligne  de 
ses  gonds. 

16.  Par  deux  droites  qui  se  rencontrent , 
on  ne  peut  faire  passer  qu'un  seul  plan  ;  en 
effet ,  menant  un  plan  par  l'une  de  ses  droites 
et  le  faisant  tourner  autour  de  cette  droite 
jusqu'à  ce  qu'il  passe  aussi  par  la  seconde 
droite ,  il  est  évident  qu'alors  sa  position  sera 
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fixée,  et  il  ne  peut  faire  aucun  mouvement 
sans  quitter  Tune  ou  l'autre  droite. 

17.  Nous  allons  étudier  les  propriétés  des 
lignes  droites,  et  nouslessupposeronstoujours 
tracées  dans  le  même  plan.  Il  faut  faire  bien 
attention  à  cette  observation  que  nous  ne  répé- 
terons plus. 

Deux  droites  ;  angles  ;  perpendiculaires. 

18.  Une  droite  étant  déterminée,  lors- 
qu'on connaît  ses  deux  extrémités  (  i3},  on 
est  convenu  de  désigner  une  droite  par  deux 
lettres  placées  à  ses  extrémités  ;  ainsi ,  AB  ou 
B  A  {Jig.  I  )  désigne  la  di^oite  qui  passe  par  les 
points  A  et  B. 

19.  Deux  di*oites  Afi  et  AG  qui  se  cou- 
pent en  un  point  A ,  ont  des  directions  diffé^ 
rentes  dans  l'espace.  La  direction  est  une  no- 
tion première  qui  n'est  pas  susceptible  d*étre 
définie.  La  différence  ae  cette  direction  se 
nomme  aussi  écartement  ou  angle;  on  le  désigne 
à  l'aide  des  lettres  qui  désignent  les  droites,  et 
plaçant  la  lettre  commune  au  milieu  ;  ainsi  on 
dit  i'angle  BAC ,  ou  GAB ,  pour  désigner  Técar- 
tement  de  deux  droites  AB  et  AG. 

10.  (  Fig,  I.  )  Un  angle  est  plus  ou  moins 
considérable  ;  ainsi  Tangle  DAG  est  plus  grand 
que  l'angle  BAC ,  et  plus  petit  que  l'angle  EAG; 
et  les  deux  angles  BAG,  BAD ,  sont  égaux  lors- 
ques  AG  est  aussi  écarté  de  AB  que  AD  l'est  de 
AB;  alors  faisant  tourner  Tangle  BaG  autour 
de  B  A ,  la  droite  AG  doit  tomber  sur  AD  ,  et 
dans  ce  cas ,  l'angle  DAG  est  le  double  de 
l'angle  BAG ,  et  celui-ci  est  la  moitié  de  l'an- 
gle   DAG. 
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2f.  Si  les  troU  angles  E^-D»  BAB,  BAC 
sont  égaux,  Tapgle  BAC  sera  le  tier^ de  l'an- 
gle EAG  ;  r^^ngle  OAC  en  sera  les  f ,  et  ainsi 
de  suite.  On  conçoit  comiQeiit  deux  angles  peu* 
vent  être  entre  eux  pomipe  nombre  à  nqmbre, 
par  e^ei^p^e  cofniiie  5  est  à  7  ;  a)ors  ie  ^  4^ 
premier  angle  est  égal  au  |  du  second  angle. 

22.  (  Fig.  I .  )  On  nomme  cotés  de  Tangle 
BAC  \p^  4pn^  4roitep  B4 ,  AQ  q^i  fqrfnpnt 
l'angle ,  et  on  donne  le  nom  de  sommet  arn  point 
A  d^intepsection. 

23.  {Fig.  a.)  Deux  angles  BAG ,  BAD 
sont  dits  aajaoens  lorsqu'ils  sont  fermés  par  la 
droite  comuiupe  AB  et  les  parties  ACj  et  AD 
d'une  autre  drpite. 

24.  Un  ani^le  EAG  est  dit  ^i&v»/ iorsquHI 
est  é^al  à  son  adjacent  £A0 ,  et  la  droite  AE 
est  dite  perpendiculaire  suv  la  droite  DAG. 

25.  L angle  BAG,  plus  petit  que  l'angle 
droit  EAG,  est  un  angle  aigu;  et  Tangle 
BAD ,  plus  grand  que  l'angle  droit,  se  nomme 
angle  obtus, 

26.  Il  est  évident  que  l'angle  BAE  est  la 
quantité  dont  l'angle  aigu  BAG  diffère  de  l'an- 
gle droit  ;  et  ce  même  angle  est  l'excès  de  l'angle 
obtus  BAÛ  sur  l'angle  droit  ;  done  la  somme 
de  d^u:ç  angle§  adfacffns  est  toujqurs  égah  à 
deiix  angles  (irp}ts, 

27.  To}j^  les  angles  droits  sot^t  igaïuc 
entre  eux  ;  ^n  efFçt ,  qnel  qup  soit  cet  angle , 
on  peut  appliqner  un  de  s^s  côtés  sur  pG ,  et 
son  sommet  sur  A  ;  alors  le  second  côté  ton»- 
bera  sur  AE  ;  car  9*il  tombait  à  droite  copiq^^ 
AB ,  l'apgle  QAG  est  nécessairement  plus  petit 

ue  BAD  ;  par  conséquent  BAG  ne  peut  être 
oit  (  i4)  :  on  démontrera  de  même  que  le  sie- 
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cood  côté  fi^  peift  tomber  à  gaucfie  d^ÂE;  donc 
il  tomji^e  §ur  AË,  ef  par  conséquent  aussi  âTu/i 
nié^epoin(Aon  nçpeut  élever  plus  d^ineper^ 
pendici^lair^  A^  SHf'  la  droite  PAC|. 

)§.  Ùangje  droit  étant  fie  grapde|ir  con- 
staniq  I  il  i^eqi^Hit  qp'U  peut  servir  d'upité  de 
ipesur^  pouv  }e^  .  ^li^gl^s  j  ^ipsi  l'apgle  droit 
étant  représenté  par  i ,  1^  fraction  \  désignera 
pp  apgle  cpp^pris  trois  fois  dans  l'apgie  droit  ; 
la  fraction  |  un  an^le  aigu  éga)  aux  |  de  Fangle 
droit  ;  le  n^mltre  fractionnaire  ^  désigne  un 
angle  obtus  égal  à  l'angle  droit  ^  plus  les  {  de 
l'angle  droit.  Et.  ep  général ,  pour  désigner 
uj)  ^pgl^,  il  faudra  cbercher  le  nombre  qui 
exprime  le  capport  de  cet  angle  à  Tangle 
droit  :  nombre  qui  pput  même  être  if  ratiopneL 

2Q«  La  somme   qes  deux    angles   adjacens 
BA  p  y  BAC ,  étant  égale  à  deux  angles  droits 
(  26)  ,  il  est  évident  que  toute  ligne  telle  que 
AC.  qui  s'élève  au-dessus  de  AG,  formera  deux 
angles  BAD ,  BAC,  dont  la  somme  est  moiq- 
drë  cfue  deux  angles  droits  :  et  si  elle  s'abaisse 
au- dessous  d^  Ati  »   cette   somme    sera    plus 
grande  que  depi:  apgles  droits.  D'où  Ton  con- 
clut ^    1°  que  lorsqu'on  réunit  deux  angles 
BAD ,  BAG  ,  dont  la  somme  est  égale  à  deux 
angles  droits ,  les  deux  côtés  DA,  AC,  nejpr- 
ment  qu'une  seule  ligne  droitç  ;  1^  qtûune 
droite  AD  ne  peut  avoir  qi£un  seul prolon^ 
gement  J^ ,  siiiyanf  l(i  m^tfie  ffir^ction ,  et 
que  par  conséquent  une  droite  est  entie^ 
rempnt  déterminée  d^fis  tout^  son  étendue 
par  deux  quelconques  de  ses  points;  3**  qu^ 
deux  droites  ne  peuvent  se  couper  en  plus 
d un  point, 

3o.   La  spipi^e  de  tous  Tes  apgljss  DAE, 
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EAB ,  BAC  ,  C'AC  ,  ayant  pour  sommet  com- 
mun le  point  A ,  et  situés  d'un  même  côté  de 
la  droite  DAG ,  est  égale  à  deux  angles  droits; 
il  en  est  de  même  de  la  somme  des  angles  DÂL, 
LAE' ,  E'AC ,  C'AC  ,  situés  de  l'autre  côté  de 
la  droite  DAC  ;  donc  la  somme  de  tous  les 
angles  formés  autour  tTun  '  même  point  A  est 
égale  a  quatre  angles  droits. 

S'il  n'y  a  que  trois  angles ,  deux  au  moins 
d'entre  eux  sont  obtus. 

3i.  (Fzg-.  3.  )  Deux  droites  B AD,  PAC  qui 
se  coupent  au  point  A ,  y  forment  quatre  an- 
gles :  deux  angles  aigus  BAC,  FAD,  opposés  par 
e  sommet,  et  deux  angles  obtus  FAB,  DAG , 
aussi  opposés  par  le  sommet.  L'angle  obtus 
BAF  ayant  pour  adjacensles  deux  angles  aigus, 
si  on  l'ajoute  successivement  à  chacun  d'eux  ^ 
on  obtient  deux  angles  droits  (a6];  donc  les 
deux  angles  aigus  sont  égaux  ;  il  en  est  de  même 
des  angles  obtus  :  donc ,  en  général ,  lorsque 
deux  droites  se  coupent ,  les  angles  opposés 
par  le  sommet  sont  égaux, 

82.  Si  un  de  ces  angles  DAE  {fig,  1)  est 
droit  9  les  trois  autres  EAC,  CAS' ,  DAF,  sont 
donc  aussi  droits  ;  par  conséquent  si  la  droite 
EAE'  est  perpendiculaire  (  24  )  sur  la  droite 
CAD ,  celle-ci  sera  aussi  perpendiculaire  sur 
la  droite  EAE'. 

Mesure  des  droites;  distances. 

33.  On  a  choisi  une  droite  de  longueur 
fixe  pour  servir  d'unité  de  mesure  aux  lon- 
gueurs quelconques  des  autres  droites.  Cette 
longueur  fixe  varie  selon  les  pays;  et  souvent, 
dans  le  même  pays,  elle  varie  d'une  province 
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à  l'autre ,  et  quelquefois  avec  la  nature  du  tra- 
vail ou  de  l'objet  à  mesurer.  L'arbitraire  ou  les 
besoinÀ  des  localités  ayaut  le  plus  souvent  pré- 
sidé au  choix  de  Punité  de  longueur,  il  en  a  dû 
résulter  une  grande  multiplicité  de  mesures;  la 
France  a  donné  l'exemple  d'un  système  rai- 
sonné de  mesures  y  dont  la  base  est  prise  dans 
la  nature.  (Yoir  le  Manuel  d Arithmétique,) 
Le  mètre  est  le  nom  de  l'unité  de  longueur  ; 
en  représentant  le  mètre  par  i  ,  les  nombres 
3,7,  3,  53,  désignent  des  longueurs  égales  à 
1  mètres  et  -^  de  mètre  ,  à  3  mètres  et  -^  de 
mètre ,  etc.  ;  et  en  général  pour  désigner  une 
droite  d'une  longueur  déterminée  il  faudra 
chercher  le  rapport  de  cette  droite  avec  le 
mètre.  Ce  rapport  n'est  pas  toujours  exacte- 
ment assignaDle. 

34.  Anciennement,  avant  1795,  Tunité 
de  longueur  était  la  toise  ^eWe  se  subdivisait  en 
6  pieds  ;  le  pied  en  1 2  pouces  ;  le  pouce  en  1 2  li- 
gnes; la  ligne  en  12  points.  Comme  on  a  encore 
souvent  besoin  de  connaître  ces  anciennes  me- 
sures, il  est  bon  d'apprendre  par  cœur  le  ta- 
bleau suivant  : 

iT  =  6pi  =  72P  =  864^  ==  I  o368pi= 

lPi=  I2P=  l4i^=  l728pï*=iT 

ip=    12^  =    i44P^  =  ~P'  =  tt"^ 

I  ^  ^    1 2Pls  =  — P  =      '    P't '    T 

35.  On  nomme  distance  de'Beux  points 
la  longueur  de  la  droite  menée  entre  ces  points. 

Pour  mesurer  les  distances^  on  se  sert  de 
divers  instrumens,  tels  que  mètres ,  chaînes  mé- 
triques, rubans  métriques,  etc.  (Voir  le  Ma- 
nuel d'Arpentage,)  La  longueur  d'une  ligne 
se  nomme  aussi  dimension. 
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lYois  droites;  triangles. 

36.  (  Fig.  4.  )  Trois  droites  HACR ,  lABG, 
FBCE  se  coupent  généralement  parlant  deux 
à  deux  en  trois  poipts  A,  B^  G,  autour 
desquels  elles  foraient  douze  angles»  dont  la 
aomote  est  égale  a  douze  angles  droits  (  3o  ). 

37.  On  dqnpe  à  respacefprmé  BAG  le  i^om 
de  triangle ,  parce  qu'i)  ne  qomprend  que  le^ 
trois  angles  BAG ,  AG3 ,  GBA  ;  les  distances 
AB ,  BG ,  G  A ,  se  nommeqt  les  côtés  du  trian- 
gle; ainsi  chaque  triangle  a  trois  côtés  et 
trois  angles.  On  a  donné  aussi  le  nom  d'an- 
gles intérieurs  aux  trois  angles  du  triangle , 
pour  )es  distinguer  des  six  angles  adjacens, 
qu'on  qomme  angles  extérieurs.  Les  trpis  autres 
angles  sont  opposés  par  le  sommet. 

38.  (Fi^.  4.).  Un  triangle  tel  que  DEF 
peut  s'appliquer  sur  le  triangle  A  BG  et  le  cou- 
vrir entièremept ,  si  le  côté  DE  est  égal  au 
côté  AB ,  le  côté  ÉF  égal  au  côté  AG ,  et  l'an- 
gle E  égal  à  l'angle  A .  En  effet ,  transportant  le 
triangle  I)EF  sur  ABG ,  on  pourra  placer  le 
côté  DE  sur  le  côté  AB ,  l'extrémité  D  sur  B  et 
l'extrémité  E  sur  A  ;  si  le  point  F  est  hors  du 
plan  du  triangle  ABC  ,  on  pourra  le  faire  tour- 
ner autour  de  AB  comme  charnière  j  usqu'à  ce 
qu'il  vienne  dans  le  plan  ;  alors  la  ligne  EF 
prendra  la  direction  de  AG  ,  à  cause  de  Tégalité 
des  deux  angles  A  et  E  ;  et  le  point  F  se  pla- 
cera sqr  G  à  cause  de  l'égalité  des  deux  côtés 
AG  et  EF^par  cpnséqufspt  les  trois  sqmmets 
du  triangle  DEF  seront  donc  placés  sur  les 
trois  sqmmets  4u  triande  ABG  ;  donc  l'angle 
D  est  égal  k  l'angle  B  ,  i^ngle  F  à  l'angle  G ,  et 
le  côté  DF  est  égal  ^^  pôle  BG. 
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Le  t^sultât  pi*écédent  s'énonce  ainsi  :  dtUx 
triangles  3ont  égaux  lorsqtCiU  ont  un  ahgit 
égAl  compris  ^ntre  deux  côtés  égaux  chacun 
à  chacun, 

Aibsi ,  tous  les  triatigles  qui  ont  deui  càtes 
égaux  et  nh  ai^gle  compris  égal ,  sont  identi- 
quethent  éganl  ;  ont  lé  tftoisîeïne  côté  égal  et 
les  deux  aàtres  angliés  éganx;  eki  d'autres 
tenhes ,  ce  dôbé  et  ces  angles  sont  déterminés 
dès  qu'on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  com- 
pris-. 

^9-  { Fig.  5.  )  Si ,  en  outre  le  côté  AB  est 
égal  au  côté  AC ,  la  superposition  pourra  se 
faire  de  deuk  manières  :  ou  eti  ^hûant  le  côté 
DE  sur  AB  ,  Où  en  !e  pliaçatot  stir*À€  ;  dans 
le  pretoier  cas  on  trouve  que  l'angle  D  est  égal 
à  1  angle  B ,  et ,  dans  le  second  cas  ,  on  trouve 
le  même  angle  D  égal  à  l'angle  G  ;  il  faut 
donc  <]rà*e  l'angle  B  soit  égal  à  l'angle  C 

4o.  Uh  triangle  ABC ,  qui  a  deux  côtés 
égaux  ,  se  notatae  triangle  isoscele ,  et  le  côté 
inégal  se  nomme  base  (iffoç,  égal;  (5rxe).oc, 
jarret  ).  On  énoncé  donc  ainsi  le  résultat 
piwédent  :  dans  -tout  triangle  isoscele ,  les 
angles  opposés  aux  côtés  égaux  toa  les  ângleà 
sur  la  hase  sont  égaux. 

4».  ITn  trian'gle  qui  a  ses  trois  côtés  égaut 
se  nomme  équilatéral  (  cequum  ,  égal  ;  latus^, 
côté  ]  ;  dans  un  triangle  équilatéral ,  les  trois 
angles  sont  égaux  (4o). 

Le  triangle  scalène  est  delui  qui  a  ses  troi^ 
côtés  inégaux  (crxa>8voç,  inégal  ). 

42.  (Pig,  4.)  Un  triangle  DEF  peut  s'ap- 
pliquer sur  le  triangle  ABC,  et  le  couvrir 
exactement,  si  le  côté  DF  est  égal  au  côté 
BG  ;  l'angle  B  égal  à  l'angle  B ,  et  F  égal  à 
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Tan^ie  G.  En  effet ,  transportant  le  triangle 
D£F  sur  ABC  ,  on  placera  le  côté  DF  sur  son 
égal  BG ,  de  manière  que  D  soit  sur  B  ,  et  F 
sur  G  ;  ensuite  faisant  tourner  autour  de 
cette  ligne  comme  charnière^  EF  prendra  la 
direction  de  AG,  à  cause  de  l'égalité  des  an- 
gles F  et  G;  par  la  même  raison  ,  DE  prendra 
la  direction  de  BA  ;  donc  le  point  E  aevra  se 
trouver  en  même  temps  sur  les  cdtésBA  et  GA, 
il  tombera  donc  sur  le  point  A  (  29)  ;  donc 
Tangle  E  sera  égal  à  l'angle  E ,  le  côté  DE  au 
côté  AB  ,  et  le  côté  EF  au  côté  AG  ;  ce  résul- 
tat s'énonce  ainsi  :  deux  triangles  sont  égaujc 
lorsqu'ils  ont  un  côté  égal ,  adjacent  à  deux 
angles  égaux  chacun  à  chacun. 

43.  (  Fig,  5.  )  Si  en  outre  les  deux  angles  B 
et  G  du  triangle  ABG  sont  égaux  entre  eux  , 
alors  la  superposition  précédente  pourra  se 
faire  de  deux  manières  :  soit  en  plaçant  D  sur 
B,  et  F  sur  G ,  ou  bien  D  sur  G  et  F  sur  B  ; 
dans  le  premier  cas ,  on  aura  DE  égal  à  AB  ; 
et  dans  la  seconde  manière  ,  DE  sera  égal  à 
AG  :  il  faut  donc  que  le  côté  AB  soit  égal  à 
AG.  Ainsi  :  lorsqu'un  triangle  a  deux  angles 
égaux  y  les  côtes  opposés  a  ces  angles  sont 
égaux  et  le  triangle  est  isoscele  (4o)  /  et  lors- 
qiiun  triangle  a  trois  angles  égaux  ^  il  est 
nécessairement  éqwlatéral  (4i)* 

44*  ^^  proposition  précédente  est  la  réel-- 
proquede  la  proposition  40.  Pour  comprendre 
ceci ,  il  faut  observer  que  chaque  proposition 
renferme  deux  parties  distinctes  :  1°.  les  don^ 
nées  ou  Y  hypothèse^  1^  la  conclusion.  Ainsi , 
dans  cette  proposition ,  un  triangle  qui  a  deux 
côtés  égaux ,  a  deux  angles  égaux;  l'égalité  des 
deux  côtés,  c'est  la  partie  hj^pothétique ,  ce 
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sont  les  données  de  la  proposition  ;  tandis  que 
Tégalité  des  angles,  ces!  la  conclusion^  la  par- 
tie qu'il  faut  cTémontrer;  et,  dans  cette  se- 
coDue  proposition,  un  triangle  qui  a  deux 
angles  égaux  a  aussi  deux  côtés  égaux  :  l'é- 
galité des  angles  est  la  partie  hypothétique  ; 
légalité  des  côtés  forme  la  conclusion.  £n 
comparant  ces  deux  propositions,  on  voit  que 
la  partie  hypothétique  de  Tune  est  la  conclu- 
sion de  l'autre ,  et  ifice  versa  ^  et  c'est  en  quoi 
consiste  la  réciprocité  de  deux  propositions. 

45.  (  Fig.  5.  )  Si ,  dans  le  triangle  isoscèle 
BAG,  on  mène  une  droite  AR  du  sommet  A 
au  milieu  K  de  la  base  BC,  on  formera  deux 
tiiangles  ABK  et  GAK  qui  sont  égaux  ;  car 
l'on  4  BK=CK,  AB=AC  ,  «t  l'angle  B  égal 
à  l'angle  G  (4o)  ;  donc  l'angle  AKB  est  égal 
à  son  adjacent  AKG ,  et  l'angle  BAK  est  égal 
à  KAC  ;  par  conséquent ,  dans  tout  triangle 
isoscèle ,  la  droite ,  qui  va  du  sommet  au  mi- 
lieu  de  la  base,  est  perpendiculaire  à  cette 
base ,  et  partage  t angle  au  sommet  en  deux 
angles  égaux. 

Parallèles. 

46.  {Fig>  6.)  Dans  tout  triangle  ABO, 
ï angle  extérieur  AGL  est  plus  grand  que 
chacun  des  deux  angles  intérieurs  ABC,  GAB, 
qui  lui  sont  opposés f  en  effets  au  milieu  D 
de  AG  soit  menée  la  droite  BD ,  qu'on  la  pro- 
longe jusqu'en  M,  en  faisant  DM=BD;  me- 
nant GM ,  on  formera  un  triangle  DMG  ésal 
au  triangle  ADB;  car  l'on  a  AD=GUy 
BD=DM  par  construction ,  et  l'angle  BDA= 
MDG  (3i),  donc  (38)  les  deux  triangles  sont 
égaux,  ^t  l'angle  A  sera  égal  à  l'angle  DGM; 
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mais  i*Angle  AGL  ^t  plus  grand  <}tië  raMlè 
DGM,  donc  aussi  cet  angle  exténeur  est  pluâ 
grand  qUe  Tande  A;  faisant  une  cbnstruction 
semblable  sur  te  côté  BG,  on  prouvera  que 
Tangle  BON  est  plus  grand  que  Tangle  ABC, 
or  AGL=BCN (3o),  donc,  etc. 

Il  est  facile  de  démontrer  sans  aucunié  ton* 
struction  que  l'angle  extérieur  AGL  il^est  pa& 
égal  à  l'intérieur  ABG  ;  en  effet,  si  'cette 
égalité  avait  lieu ,  la  somme  des  angles  AGB , 
ABG  serait  égal  à  deux  angles  droits  ;  conce- 
vons le  triangle  ABG  retourné  de  manière 
que  B  vitenne  en  G  et  çice  t^ers^d,  et  que  A 
soit  en  A'  au-dessous  de  BG;  AGB  et  BCA' 
formant  deux  droites  ,  la  liffne  AGA'  sera 
droite ,  de  mémte  ia  ligne  ABA\  ce  qni  est  im- 
possible; donc,  etc. 

(Schwab.  Géométne,^.  i5.  ) 

47.  I^a  soinn^\ê  des  deux  angles  intérïéUrs 
ABG  et  AGB  est  donc  plue  petite  que  la  ton^me 
des  deux  angles  adj«<Sfetis  AGB  et  AGL,  qui 
valent  ensemble  dent  atonies  droits  (a6); 
donc ,  dans  tout  triangle ,  la  saràràé  dé  dtux 
angles  intérieurs  est  toujours  plus  petite  que 
deux  angles  droits ,  et  la  somme  des  trois 
angles  est ptas  petite  que  trois  angles  droits. 
De  là  on  conclut  immédiatement,  i<*  *qi^H 
triante  ne  peut  aiH>ir  deux  angles  tbtus; 
2°  ni  un  angle  obtus  et  un  angle  droite 
3°  ni  deux  angles  droits.  Par  conséquent , 
d^un  même  point ,  on  ne  peut  pas  abaisser 
deux  perpendiculaires  sur  une  même  droite, 
4®  tkans  un  triangle  isoscèle  les  deux  angles 
9ur  la  base  sont  aigus. 

48.  [Fig.^.)  Si  deux  droites  GB,  DP, 
oto  GB,  DG,  sont  iioupées  pat*  nne  troisième 
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ligne  ASDEf  de  manière  à  former  a^c  elles 
deu^  angles  obtus  GBB,  FBD,  ou  un  angle 
obtus  et  un  angle  droit  CBD,  BDG,  tous  deux 
intérieurs  f  les  deux  droites  ne  pourront  pas 
se  couper  du  même  coté  ou  sont  ces  angles  ; 
car  ^Ues  formeraient  avec  la  troisième  ligne 
un  triangle  renfermant  deux  angles  obtus ,  ou 
bien  un  angle  obtus  et  un  angle  ^roU  9  ce  qui 
est  impossible  (47). 

4g.  \  Fi^.  8)  Si  deux  droites  CBJÇ ,  FDL , 
sont  coupées  par  une  troisième  ABD,  de  ma- 
nière à  former  auec  elle  un  angle  aigu  CBD 
et  un  ansle  obtus  FDB  dont  la  somme  soit 
égale  à  deux  angles  droits ,  les  deux  droites 
ne  pourront  pas  se  couper  au-dessus  de  I0 
droite  ABD,  car  elles  formeraient  avec  la 
troisième  droite  un  triangle  renfermant  deux 
angles  dont  la  somme  est  égale  à  deux  angles 
droits ,  ce  qui  est  impossible  (47)  ;  mais ,  par 
la  même  raison ,  elles  ne  peuvent  $e  couper  de 
l'autre  côté  de  la  droite  ABD  ;  car  la  somme 
des  quatre  angles  CBD,  FDB,  KBD,  BDL,  est 
égale  à  quatre  angles  droits;  or»  la  somme 
des  deux  premiers  valant  deux  angles  droits, 
la  somme  des  deux  derniers  vaudra  autant; 
par  conséquent,  les  deux  droites  ne  ppurront 
se  couper  ni  au-dessq^  ni  au-dessoqs  de  lu 
droite  ABD ,  ^  quelque  distance  qu'on  les  ima- 
gine prolongées ,  et  np  pourront  jamais  fprn^er 
VU  espace  fermé  ^vpo  la  droite  ^hD  ;  \e  mé^ç 
raisonnement  a  Uçu  lpr^q\ie  le$  dei^x  droites 
$ont  perpendiculaires  à  la  troisièu^e. 

5o.  Deux  droites  CBK ,  FDL ,  sitiiées  dans 
un  même  plan^  sont  dites  parallèles,  lors- 
qu'elles ne  peuvent  jamais  se  rencontrer  à 
qi^elque  distance  qu'on  les  im^giqe  prolongées, 
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OU ,  ce  qui  revient  au  même ,  lorsqu'elles  •  ne 
peuvent  former  un  espace  triangulaire  avec 
une  troisième  droite,  qui  les  coupe  et  à  la- 
quelle on  a  donné  le  nom  de  sécante^  On  a 
distingué  aussi  par  des  noms  particuliers  les 
angles  que  forme  la  sécante  avec  les  paral- 
lèles ;  en  voici  le  tableau  : 

CBD,  FDB,  1 

ou  bien     > angles  intérieurs  d'un  même  côté. 
KBD,BDL,j 

ABC,  ADF, 

ou  bien 
ABK,  ADL, 

ou  bien     }  angles  correspond  an  s 
CBD,  FDI, 

ou  bien 
KBD,LDI, 
CBD,  BDL, 

ou  bien     V  angles  alternes-internes. 
KBD,BDF, 

ARk'  FDT  i^^S^^^  alternes-externes. 

5i.  D'après  ces  dénominations,  la  proposi- 
tion (49)  peut  prendre  ces  différens  énoncés  : 
deux  droites  sont  parallèles ,  lorsque,  i  "  la 
somme  des  angles  intérieurs  est  égale  à  deux 
angles  droits;  2»  les  angles  correspondans 
sont  égaux;  3*  les  angles  alternes-internes 
sont  égaux;  4°  ^^^  angles  alternes -externes 
sont  égaux.  Car  une  quelconque  des  trois  der- 
nières conditions  ayant  lieu,  la  première  en 
est  une  conséquence  :  par  exemple ,  si  l'angle 
ABC  est  égal  à  son  correspondant  ADF,  la 
somme  des  deux  anglesiadjacens  ABC,  CBD, 
étant  égale  à  deux  angles  droits ,  il  s'ensuit 
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que  la  somme  des  deux  angles  intérieui*s  GBD 
et  ÂDFy  sera  aussi  égale  à  deux  angles  droits  ; 
donc,  etc, 

52.  Les  réciproques  des  quatre  proposi- 
tions (5i)  s'énoncent  ainsi,  lorsque  deux  droi- 
tes parallèles  sont  coupées  par  une  troisième 
droite:  i°  la  somme  des  angles  intérieurs  est 
égale  à  deux  angles  droits  ,•  2*»  les  angles  cor- 
respondans  sont  égaux;  3®  les  angles  alternes 
internes  sont  é^ux  ;  4°  ^^*  angles  alternes" 
externes  sont  égaux.  L'une  quelconque  de  ces 
propositions  étant  admise ,  les  trois  autres 
en  sont  des  conséquences:  on  n'est  pas  encore 
parvenu  à  démontrer  rigoureusement  aucune 
d'elles  j  on  les  admet  comme  des  vérités  de  sen- 
timent «  contre  lesquelles  ne  s'élève  aucun 
doute.  En  effet,  la  direction  étant  une  notion 
primitive,  on  conçoit  que  deux  droites  peuvent 
avoir  dans  l'espace  la  même  direction ,  sans  pour- 
tant se  confondre  :  cette  différence  de  position 
et  cette  identité  de  direction ,  sans  pouvoir  dire 
en  quoi  elles  consistent,  constituent  \e  parallé- 
lisme i  il  s'ensuit  que,  par  le  même  point,  ne 
peuvent  passer  deux  parallèles  à  une  même 
droite  ;  car  ces  deux  parallèles  ayant  des  direc- 
tions différentes ,  ne  peuvent  avoir  même  direc- 
tion qu'une  troisième  droite.  Ceci  étant  admis , 
il  est  facile  de  démontrer  la  vérité  de  la  pre- 
mière proposition  réciproque. En  effet  (^g*. 9) , 
soient  GÉK,  FDL,  deux  droites  parallèles 
rencontrées  par  la  sécante  BDI,  la  somme 
des  deux  angles  intérieurs  CBD,  FDD,  sera 
égale  à  deux  angles  droits;  car  si  elle  était 
plus  petite,  on  peut  mener  une  droite  DN 
telle  que  la  somme  des.  deux  angles  GBD, 
BDN,  soit  égale  à  deqx  angles  droits,  a!' 
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ON  serft  parallèle  à  BG  i5i){  par  le  mâme 
point  D ,  on  po|irrfiili  dope  mener  deux  paral- 
lèles h  BG ,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qu'on  a  ^d- 
mii^  ;  on  démontrerait  ^e  même  que  la  somme 
des  deu^  angles  inférieur^  pe  peut  êtve  plufit 
grande  que  deui:  angles  droits  j  donc,  etc.  J^esî 
propositipns  3i|r  les  parallèles  «qnt  celles  dont 
on  se  sert  le  plus  fréquemment  ep  gépp^étrîç  ;  il 

esi  d^Pfi  très-iisportë^ç  i§  *e  le*  wpdre  fe- 
millèiei,  et  dç  hkn  |ef  gF^er  d#ps  Ia  wér 
moirf*  (Note  i.) 
§3»  { Figure n.  )  Tou|ei»le|foi>doiï€^wrfeua? 

«lè/^ABOC  If  7^  ioinme  iks  deujg  angles 
intérieurs  CBD,  FOB  tiest  pa$  égahà  iffiu-v 
angles  droits ,  les  dei^  droites  ne  seront  pa^ 
parallèles;  car  ,  si  elle^  étaient  p^aUelee^ 
cette  somme  serait  é$^a\e  à  deuK  angles 
droits  (5a]:  le  point  de  rencontre  O  a  lieu  du 
côté  où  la  somme  des  angles  OBD ,  ODB  i  est 
plus  petite  que  deux  angles  droite  (47)« 

Moio3  la  somme  des  angles  intérieurs  difiere 
de  deux  angles  droits ,  et  plus  les  droite^  s'ap-r 

Ï>rocberont  d'être  parallèles  i  mais  le  parallé> 
ispue  n'est  rigoureux  que  lorsque  qette  diffé* 
rence  est  nulle. 

54.  (Fig,  10.)  Dm^  droites  MN,  VQ, pa- 
rallèles à  une  troisième  droite  RS ,  sont  parais 
lèles  entre  elles,  %n  effet ,  soit  menée  la  sécante 
ABGD,  les  droites  MN,  SR ,  étapt  parallèles^ 
l'angle  MAI)  sera  égal  a  son  correspondant 
RC|)  (52)  ;  à  cause  du  parallélisme  de  PQ  et 
de  RS ,  l'angle  PBD  sera  égal  aussi  à  RCD  ; 
donc  les  deux  angles  correspondans  MAO^ 
PBD ,  sont  égaux  ;  donc  les  deux  droites  MN 
et  PQ  sont  parallèles  {5i  ). 
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Lorsque  la  troîsièfpe  droite  e^t  située  eatre 
les  deux  parallèles ,  1^  proposition  est  ^vi^epte 
delle-méoiç^ 

55.  iJPig'  i|.)  Pour  piener  des  parallèles 
snr  le  papii^r,  on  fait  glisser  Téquen^  ABG  le 
long  de  la  règle  MN ,  en  les  tenant  appliquées 
Tune  contre  l'autre  ;  dans  ee  mQuveufent  la 
droite  AB  fait  toujours  le  mêm»  angle  ABC 
avec  la  droite  SîBf  ;  elle  #st  d©o<j  toujours  pa- 
rallèle à  elle^ffi^Hie ,  «t.tput^a  les  droites  ti^acées 
le  long  de  AB  sont  parallèles  entre  elles  (54)* 
La  droite  CSA ,  dans  ce  mouvement ,  conserve 
aussi  tQujpursjiota  narallélisqae,  et  feit  toujours 
le  même  angle  avecla  i^ègle ;  si  l'équerre  est  j  uste, 
cet  angle  ^sf;  droit,  £n  général ,  qu^nd  ou  a  une 
droite  perp^^ndiculaire ,  on  peut ,  au  moyen  de 
lequerre,  se  procurer  tant  d'autres  perpendi- 
culairea  qu'on  vQud^*a ,  en  menant  des  paral- 
lèles à  la  première  perpendiculaire;  mais  celle- 
ci  doit  être  tracée  exactement  par  un  procédé 
que  noua  indiquerons  plus  loin. 

Angles  des  triangie», 

56.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que  trois 
droites  situées  dans  un  même  plap ,  pu  l^ien 
renferment  un  ^espace  trianî^ulaire  pu  ne  peuvent 
fermer  un  espace  \  et ,  dans  ce  secopd  cas ,  deu^ 
des  droites  sont  parallèles  ou  les  trpis  sop^  pa- 
rallèles. 

57.  (Fig-  6.)  Sj^Qus  ayons  prouvé  cj -dessus 
(46)  que  langle  extérieur  ACL  est  plusgrapd 
que  cnacun  des  angles  intériei^rs  opposés  A  et 
âBG.  Maintenant ,  à  l'aide  des  propriétés  des  pa- 
rallèles ,  nous  pouvons  démontrier  que  l'angle 
extérieur  ^$t  çgfiià  la  sçfr^me  (fft  ce^  4^uçç  ai 
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glés.  Conservons  la  même  construction  :  nous 
avons  vu  que  l'angle  ACM  est  égal  à  l'angle 
A;  mais  ces  deui  an£>lesétaDt  alternes-internes, 
les  droites  AB  et  CM  sont  parallèles  (5o]; 
donc,  par  les  propositions  réciproques  {5i) , 
les  angles  correspondans  MCL ,  ABL  ,  sont 
égaux  ;  l'angle  extérieur  ACL  est  donc  égal  à 
la  somme  des  deux  angles  intérieurs  opposés 
ABC  et  BAC  ;  et  lorsque  ces  angles  sont  égaux , 
chacun  est  la  moitié  oe  l'angle  extérieur. 

58.  (Fig,  6.)  La  somme  des  trois  angles 
A ,  B ,  C  du  triangle  ABC  est  donc  égale  à  l'angle 
extérieur  ACL,  plus  l'angle  adjacent  ACB; 
mais  ces  deux  angles  valent  ensemble  deux  an- 
gles droits  ,*  donc  la  somme  des  trois  angles 
a  un  triangle  vaut  deux  angles  droits.  Ùest 
une  proposition  fondamentale  dont  on  fait  sans 
cesse  usage  ;  elle  est  fondée  sur  les  propositions 
du  n°  (52),  et  en  est  une  conséquence  imme- 

»  diate  ;  si  l'on  parvient  à  prouver  cette  consé- 
quence ,  indépendamment  de  ces  propositions , 
alors  elle  peut  servir  à  les  démontrer. 

Moins  la  somme  de  deux  angles  du  triangle 
diffère  des  deux  angles  droits ,  et  plus  le  troi- 
sième angle  sera  petit  ;  plus  cette  différence 
diminue  ,  et  plus  le  troisième  angle  approche 
d'être  nul.  Lorsque  la  différence  est  nulle  ,  les 
deux  côtés  du  troisième  angle  deviennent  pa- 
rallèles' (5i);  c'est  dans  ce  sens  crue  Ton  dit 
(\ue  deux  parallèles  font  entre  elles  un  angle 
nul  ;  on  voit  que  cest  l'expression  d'une  li- 
mite. 

59.  La  somme  des- angles  d'un  triangle  est 
donc  indépendante  des  longueurs  des  côtés. 
Que  ces  côtés  soient  grands  ou  petits  ,  cette 
p'  -constamment  égale  à  deux  angles 
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droits;  mais  il  existe  entre  ces  côtés  et  ces  an- 
c;ies  des  relations  de  grandeur  que  nous  allons 
ifaire  connaître. 

60.  {Fig.  12.)  Soient  deux  triangles  ABC, 
JDEF,  ayant  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun , 
savoir  :  AB=D£  ,  B(Î=EF  ,  AC=DF  ,  les 
deux  triangles  sont  égaux.  En  effets  plaçons  le 
second  triangle  sur  le  premier,  le  côté  JJF  sur 
son  éeai  AG,  D  sur  A  et  F  sur  G;  admettons 
que  Je  point  E  puisse  ne  pas  tomber  sur  B  , 
mais  en  £'  à  droite  du  point  B  ;  menons  la 
droite  BE'  et  au  milieu  I  les  deux  droites  AI 
et  CI,  AE'  étant  la  même  ligne  que  DE  égale 
à  AB ,  le  triangle  BAE'  est  donc  isoscèle ,  et  la 
droite  AI  est  perpendiculaire  sur  BE'  (45). 
Paries  mêmes  raisonnemens  on  démontre  que 
la  droite  CI  doit  aussi  être  perpendiculaire 
sm*  BE  ;  il  s'ensuivrait  que  par  le  même  point 
I  on  pourrait  élever  deux  perpendiculaires 
sur  une  droite,  ce  qui  est  impossible  (27).  La 
même  impossibilité  se  présente  si  on  suppose 
que  le  point  £  puisse  tomber  à  gauche  de  B 
ou  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC  ;  donc 


ce  point  tombera  sur  B,  et  par  conséquent 
l'angle  F  est  égal    à  l'angle  G ,  F  "^    * 

l'angle  A ,  et  l'angle  £  à  1  angle  B. 


61.  (Fi^.  12.)  Ainsi,  deux  triangles  qui 
ont  les  cotés  égaux  chacun  à  chacun  ont 
aussi  les  angles  égaux;  mais  il  est  facile  de 
se  convaincre  que  la  réciproque  de  cette  pro- 
position n'est  pas  vraie.  Menons  dans  le  trian- 
[>le  DEF  la  parallèle  g-/^ ,  l'angle  g^  sera  égal 
a  l'angle  D ,  et  l'angle  h  à  l'angle  F  {5i);  lèè' 
deux  triangles  gE/*,  DEF  ont  donc  un  angle 
commun  et  *  deux  angles  égaux;  et  toutefois 
leurs  cotes  ne  sont  pas  égaux  ;  mais  il  existe 


9i4fn,  en  camnamt  rcspectiveaent  eas  o&tés, 
de»  relatiooi  de  grandear  que  nous  iw>os  coa- 
naître  plus  loin. 

^  6a.  Il  soit  de  toat  ce  oui  précède  qpe  des 
fis  choftes  qoi  entreet  (ians  un  Uiaftgle  il 
•ufit  d'en  connaître  trou*  savoir  s 

i'  Deux  côtés  et  l'angle  compris  (3i8)  ; 

2"*  Un  càté  et  les  deox  angles  adjaeens  (4^)  ; 

3^  Trois  côtés  (6o)s 
poor  que  les  trois  autres  choses  soiept  aussi 
déterniinées. 

Ces  trois  propositio|i^renferiiientles  trois  çor 
rac tires  d^ égalité  des  triangles,  et  les  principes 
des  propriétés  de  toutes  les  fiutres  figures  ;  on 
les  invoque  sans  cesse  en  géométrie;  il  est 
très-important  de  se  familiariser  avec  leur 
usage. 

63.  {Fiff.  i3.)  Dans  1^  triangle  BAC,  le 
côté  BC  étant  plus  grand  que  le  côté  AB  , 
l'angle  BAC  opposé  au  grand  côté  est  plus 
grand  que  i'augle  C  opposé  au  petit  côté.  En 
effet ,  soit  pris  mi  égal  à  BA  et  n^çuée  la  droite 
AD«  le  triangle  BAD  étai^ i  isq^pèie»  V^Pgle  BAS 
est  égal  à  Tangle  BDA  (4q).  Or,  TapgU  BA.G 
e&t  pim  grand  qu^  l'angle  BAD,  doqc  U  PSt 
aussi  plus  grand  que  l'ftogle  BDA}  ms^is celui- 
ci  comme  angle  ^jri;én>i«r  est  plus  grand  que 
l'angle  C  (46),  doue  l'angle  A  est  plus  grand  qu^ 
Tangle  G  ;  et  en  général ,  dan%  iM»  trinngU , 
le  plu^  grand  angù  est  cfpo^é  ^uplns  grand 
c6tè* 

64*  (f'ig-  13.)  Et  l'écipr^uemeu^,  dans 
tout  triangle ,  le  plus  grand  coté  est  opposé  au 
plus  grand  angU*  Soit  BAC  >  BG A  i  alors  on 
a  aussi  BC  >  BA  i  car  si  Ton  avait  BG  <  BA  ou 
égal  à  BA  «  on  ^^mx  BAG  plus  pe^il  ou  égal  k 
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BGA.I  ^  ifii  est  cottti^ik^  à  la  supposi- 
tion. 

65.  On  nomftie  triangle  obtusangU  ton  trian- 
gle qui  â.un  angle  obtus,  et  il  ne  peut  avoir 
plus  d'un  anffle  obtus (46) {dans  tfmt  triangle 
obtusangle ,  fe  plUs  gï-aiàcl  cété  est  celui  qui 
est  opposée  l'angléobtus  (64)* 

^,  On  notaiinie  triangle  rectangle  uta  tHan- 
gle  ABD  <)ont  un  des  angles  B  ^st  droit  {fig,  1 6  )  ; 
acms  tùut  triangle  rectangle  le  plus  grand  coté 
est  oppose  à€ angleniroit. 

67.  On  nottime  triailglè  acutangle  le  triau- 
gle  qui>  n'ayant  b4  angle  droit  ni  a»g)e 
obtus ,  a  ses  trois  angles  aigus  ^  le  plus  graftd 
oâté  est  épposé  «tu  plus  grand  d^  trois  asgies 
aigus. 

68.  Pour  démontrer  la  proposition  réci- 

§'  roque  précédente  (64) ,  nous  avons  fait  usage 
'une  méthode  d^ argumentation  à  laquelle  il 
faut  faire  une  attention  particulière,  parce 
qu'elle  se  p^sehtc  très^souvent  dahs  les  râiison- 
neiàensgeométriqt^s  ;  cette  méthotïe  est  fondée 
sur  ce  priàtcipe  :  entre  dieux  quantités  de  fnêmfe 
espèce  ne  peut  eiistcï^  qùè  f  uàe  de  "cèà  ti'ois 
relatîMs  de  ^andetsr  : 

I**  Là  preiiiière  est  égalé  k  la  sècoiT^e  ; 

a*  Là  première  est  pliis  grâttde  ifcré  la  se- 
conde; 

3**  Là  première  est  plus  petite  que  la  se- 
conde. 

Lorsqu'on  réussit  à  prou  ver  pai'  les  propriétés 
dès  quantités  tîoùipai'ées  que  d^ux  dêeesï^la- 
tions  sont  impossibles,  on  en  conclut  l'exis- 
tence de  1^  tit>isièiiie  i^lation.  Ainsi  dans  fe 
raisonnemfent  ci-dessus  (64) ,  t>n  a  prouvé  que 
ni  ht  preknière  si  la  th>isièiQ^  t*elatio>n  ne  pou- 
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vaient  exister,  d'où  Ton  a  codcIu  Texistence  de 
la  deuxième  relation. 

69.  {Fiff,  i4)  Dans  tout  triangle  ABC ,  la 
somme  aes  deux  côtés  AB  etoQ  est  plus 
grande  que  le  troisième  coté  AG  ;  soit  prolongé 
AB  d'une  longueur  BD  égale  à  BC ,  le  triangle 
BGD  étant  isoscèle  ,  l'on  a  l'angle B  égala  l'an- 
gle BCD  (4o).  Ainsi ,  l'angle  AGD,  plus  grand 
aue  l'angle  BGD ,  sera  aussi  plus  grand  que 
1  angle  D;  donc,  dans  le  triangle  AGD  le 
côté  AD  opposé  à  l'angle  AGD  est  plus  grand 
t|ue  le  côte  AG  ;  mais  le  côté  AD  est  égal  à  la 
somme  des  deux  côtés  AB  et  BG;  donc,  etc. 
On  conclut  aussi  de  là  que  dans  tout  triangle 
un  côté  est  plus  grand  que  la  différence  des 
deux  autres  côtes. 

Ainsi ,  pour  aller  du  point  A  au  pont  G , 
le  chemin  droit  AG  est  plus  court  que  le 
chemin  brisé  ABC. 

no,  (Fig.  i5.  )  Dans  les  deux  triangles 
ABG,  DEF,  si  l'on  a  BG=DF,  BA=:i)E 
et  Vangle  ABC  >  que  V angle  EDF  ,  le  côté 
AG  sera  aussiplus  grand  que  le  côté  £F.  Soit 
placé  le  triangle  DEF  sur  le  triangle  ABG ,  DF 
sur  son  égal  BC ,  et  soit  menée  la  droite  AE', 
le  triangle  ABE'  étant  isoscèle ,  on  a  l'angle 
BAF  égal  à  l'angle  BE'A;  mais  AE'G  est 
plus  grand  que  AE'B,  donc  aussi  AE'G  est 
plus  grand  que  l'angle  E'AG  ;  et  par  consé- 
quent dans  Je  triangle  E'AG  le  côté  AG  est 
plus  grand  que  le  côté  E'G  égal  à  EF  ; 
(64)9  si  le  point  E  tombe  dans  l'intérieur 
du  triangle  comme  dans  Isl  fig,  i3  bis  ^  alors 
le  triangle  ABE'  étant  isoscèle ,  l'angle  BE'A 
^st  nécessairement   aigu  (4?)  »  donc  l'angle 


) 
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AE'C  est  obtus  (3o),  et  par  conséquent  AC  est 
plus  grand  que  £'G. 

Triangle  rectangle;  perpendiculaire  ,  obli- 
que ;  distance  dH un  point  à  une  droite^ 

71.  {Fig.  16.  )  On  a  donné  aux  trois  côtés 
du  triangle  rectangle  divers  noms  fréquem- 
ment employés,  et  qu'il  est  nécessaire  de 
connaître.  On  nomme  hauteur\e.  côté  AB op- 
posé à  un  angle  aigu,  et  alors  BG,  le  côté  op- 
posé à  Fautre  angle  aigu ,  se  nomme  la  hase , 
et  si  Ton  prend  BC  pour  hauteur ,  c'est  AB 
qui  porte  le  nom  de  base;  et  on  donne  le 
nom  d'hypothénuse  au  côté  A  G  opposé  à 
l'angle  droit  ;  ainsi  la  proposition  66  peut  s'é- 
noncer ainsi  :  dans  tout  triangle  rectangle  y 
Vhypothénuse  est  plus  longue  que  la  base  ou 
^ue  la  hauteur. 

7^.  Quelquefois  on  donne  le  nom  de  ligne 
oblique  t  ou  simplement  d oblique  ^  à  l'hypo- 
thénuse  AG  ;  alors  AG  prend  le  nom  de  ais^ 
tance  perpendiculaire  ou  deperpendiculaire  » 
et  BG  celui  d*écartement,  La  proposition  66 
s'énonce  donc  encore  ainsi  :  Voblique  est  plus 
longue  que  la  perpendiculaire  et  que  son 
écartement. 

73.  D'un  point  A  on  peut  mener  une  infinité 
de  droites  à  la  droite  GDBEG  ;  la  plus  courte 
de  ces  droites  est  donc  la  perpendiculaire  AB, 
ou,  en  d'autres  termes,  le  plus  court  chemin 
pour  aller  d'un  point  à  une  droite ,  c^est  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la 
droite.  On  donne  aussi  le  nom  de  distance  à  ce 
chemin  minimum, 

74.  {Fig,    iG.  )  Deux  obliques  AE ,  AG. 
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situées  d'un  même  côté  de  k  pèf^ndiculâîre 
sont  inë(^ales  ,  car  l'angle  AËB  étant  digu 
(46),  son  adjacent  AEG^est  obtus;  donc  la 
flroite  AG  est  piu«  lot^ue  ({ue  AB  (64)  ; 
ainsi ,  eles  éeuJc  obliques  sUwées  dun  méine 
cote  de  la  perpendiculaire  y  la  plus  écartée 
^    est  la  plus  hngue* 

Il  est  donc  impossible  de  mener  du  même 
point  A  deux  obliques  égales  du  même  côté 
de  i'd  perpendiculaire,  Uun  même  point  il 
est  aussi  impossible  de  mener  trois  obliques 
égales  à  une  droite  :  car  dcut  de  ces  obliques 
sont  nécessairetoètat  du  iSïhx£e  côté  de  ïa  per- 
pendicnlaife. 

75.  Si  técartement  Bft  est  égal  à  Vtcar- 
tement  BG ,  les  deux  obliques  AD ,  AC ,  situées 
des  deux  côtés  de  la  perpendiculaire  sont 
égales ,  car  les  deux  triangles  ABG  ,  ABD , 
ayant  un  angle  égal  compris  «ntre  deux  côtés 
égaux ,  sont  égaux. 

76.  Et  réciproqueïliènt  »  deux  obliques 
égales  sont  également  écartées  de  ia  pemen- 
aiculaire  >*  car  lorsque  AD  est  égal  à  AG ,  le 
tfiangle  ADG  étant  isoscèle»  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  A  divise  la  base  BG  en 
deux  parties  égales  ;  donc  BB  est  égal  à  fiG. 
Gette  proposition  peut  eacoi^è  se  demototrer 
ainsi  :  si  hu  n'était  pas  égal  à  BG  ,  faisant  tour- 
ner le  triangle  ABD  autour  de  AB ,  le  point 
D  tombera  quelque  part  en  BG  ou  sur  son  pixD- 
longement,  et  par  conséquent  AD^rait  plus 
court  ou  plus  long  que  AG»  ce  qui  est  contraire 
à  la  supposition. 

77.  Tous  les  points  I,  I',  F  de  la  per- 
penaicalaire  élevée  sur  Iç  milieu  de  la  ilroite 
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DC  $0Qt  doDe  également  éloignés  des  extrémi- 
tés de  cette  droite. 

78.  Un  point  tel  que  O,  situé  hors  de 
cette  perpendiculaire  ,  est  inégalement  éloigné 
des  deux  extrémités  D  et  G  ;  car ,  GO  prolongé 
i^ncontre  nécessairement  le  perpendiculaire 
en  Â,  et  le  triangle  ADG  étant  isoscèle ,  l'angle 
ADC  efit  égal  h  l'angle  AGD.  Or,  l'angle 
ODC  est  pïui  petit  que  Vangle  AJDG,  par 
conséquent  p)u4  petit  que  Tangle  0GB  ;  donc 
dans  le  triangle  DOG ,  le  côte  OD  opposé  à 
l'angle  G  est  plus  grand  que  OG  opposé  à 
l'angle  ODG(63). 

Geci  peut  encore  se  prouver  ainsi  : 
On  a  OD+AO>AD(69), 

ou  bien        OD+A0>AG. 
Par  conséquent 

0D>  AC— AO  ou  0D>  OG. 

79.  Tous  les  points,  tels  quel,  T,  I", 
également  éloignés  des  extrémités  H  et  G  de  Ic^ 
droite  CD ,  sont  situés  sur  une  même  droite ^ 
perpendiculaire  sur  le  milieuh  de  cette  droite; 
car  tout  point  hors  de  cette  perpeqdiculaire  est 
inégalement  éloigné  des  deux  extrémités,  etc.  ; 
c'est  la  réciproque  de  la  proposition.  (77)? 

80.  L'olflique  AD  ,plu9  longue  que  l'obli^ue^ 
AE  ,  e$e  plus  éca^tia  d^  la  perpendiculaire  $ 
car  OD  faisant  tourner  le  triangle  ABfi  autour 
de  AB  >  la  ligne  BES  prendra  la  direction  de 
BD,  «t  A£,  moins  long  que  BD^  tombera 
Déceasairement  entre  AB  et  la  perpendiculaire 
AB  I  ^onc  l'écartement  BE  e^t  plus  petit  que 
Técartenaent  BDi 

8i.  [Fign  16.)  La  proposition  n 6  peut  en- 
core s'énoQoer  ainsi  :  mux  triangles  reetanglep 


î 
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ui  ont  un  côté  AB  commun  et  deshypolhénuses 
D  ,  AC  ,  égales  ,  sont  égaux ,  ou  bien  deux 
triangles  rectangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont 
des  hypothénuses  égales  et  un  côté  de  V angle 
droit  égal  chacun  à  chacun,  car  on  pourra 
toujours  placer  ces  triangles  de  manière  à 
avoir  un  côté  en  commun. 

82.  (  Fig,  16.)  Dans  tout  triangle-rectan- 
gle ABD ,  le  milieu  N  de  Vhypothénuse  est 
également  éloigné  des  trois  sommets  A,  B  ,  D  ; 
en  effet ,  soit  menée  la  droite  BN ,  elle  sera 
égale  à  DN  ;  si  elle  était  plus  petite  ,  l'angle  D 
serait  plus  petit  que  rangleNbD(63),  et  par 
la  même  raison  1  angle  NAB  serait  plus  petit 
que  l'angle  ABN  j  donc  la  somme  des  deux  an- 
gles aigus  du  triangle  rectangle  serait  plus  pe- 
tite que  l'angle  droit  ABD  ,  ce  qui  est  impossi- 
ble. On  démontre  de  même  que  BJV  ne  saurait 
être  plus  grand  que  DN  ;  donc,  etc.  Nous  dé- 
montrerons plus  bas  que  pour  chaque  triangle 
il  existe  un  point  également  éloigne  de  ses 
trois  sommets. 

Quadrilatère,  parallélogramme, 

83.  {Fig.  17.)  On  appelle  quadrilatère , 
l'espace  fermé  ABGD  ,  que  forment  en  se  cou- 
pant les  quatre  droites  MBCN,PBAQ,  TADV, 
SDGR  ;  cette  figure  a  quatre  angles  intérieurs 
BAD,  ADG,  DGB,  GBA ,  et  des  angles 
extérieurs  DGN  ,  ADS  ,  etc. ,  formés  par  un 
côté  et  le  prolongement  d'un  côté  adjacent. 
Dans  la^g".  17,  les  côtés  opposés  AB ,  CD, 
se  coupent  sur  leurs  prolongemens  en  I;  il 
en  est  de  même  des  côtés  BG  et  AD,  tandis 
que  dans  le  quadrilatère  de  la  fig,  17   bis , 
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rinterscction  des  côtés  opposés  CD,  AB ,  tom- 
oe  sur  le  côté  ÂB  ,  entre  A  et  B.  On  donne  l'é- 
piihète  de  consfexe  au  quadrilatère  de  la 
première  forme ,  et  celle  de  concave  au  quadri- 
latère de  la  seconde  forme  ;  le  quadrilatère 
convexe  n'a  que  des  angles  saillans ,  et  le 
quadrilatère  concave  a  un  angle  rentrant. 
ADG  plus  grand  que  deux  angles  droits , 
quatre  droites  BG  ,  CA ,  AD ,  DB  (Jig.  17  ) 
lorment  aussi  un  quadrilatère  convexe. 

11  y  a  une  troisième  forme  ;  savoir  le  qnsi- 
drilatère  formé  par  les  côtés  AB ,  BD  y  uQ  , 
CA.  {Fig.  17.) 

84.  {Fig.  17  et  17  bis,  )  On  appelle  ^fmg-o- 
nale  la  droite  BB  qui  joint  deux  sommets 
opposés  d'un  quadrilatère;  dans  tout  quadrila- 
tère, on  peut  mener  deux  diagonales  BD  et  AG. 

85.  {Fig  17  bis,  )  Dans  le  quadrilatère  ren- 
trant y  la  somme  des  deux  côtés  em^eloppant 
AB  et  BG ,  est  plus  grande  que  la  somme  des 
côtés  eniféloppes  AD  et  DC ,  et  l'angle  ADG 
est  plus  grand  que  l'angle  ABG  ;  en  "effet , 
soit  prolongé  GD  jusqu'en  T ,  l'on  a 

AI  +  ID>AD, 
et  par  conséquent  AI  +ID + GD  >  AD  +  GD, 
ou  AI  +  IG>AD+GD, 

on  démontrerait  de  même  que 

AB  +  BG>  AI  +  IG, 
donc  AB  +  BC  >  AD  +  GD. 

L'angle  extérieur  ADG  est  plus  grand  que 
l'intérieur  opposé  AID ,  et  ce  dernier  angle 
est  par  la  même  raison  plus  grand  que  l'an* 
gic  IBG  ;  donc  ADG  est  plus  grand  que  l'angle 
ABG  i  plus  le  point   B   s'éloigne  de  D ,  plus 
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Tangle  B  devient  petit ,  et  plus  les  côtés  AB  , 
BG^  approchent  aétre  parallèles  (58)  :  c'est 
dans  ce  sens  que  Ton  dit  que  deui  droites 
parallèles  se  renoonti^ent  à  Tinâni. 

86.  La  somme  des  quatre  angles  intérieurs 
d'un  quadrilatère  est  égale  à  quatre  angles 
droits;  en  effet ,  la  diagonale  BD  décompose  le 
quadrilatère  en  deux  triangles,  renfermant  six 
aoglea,  dont  la  somme  est  égale  à  quatre 
angles  droits  ;  mais  ces  sii  angles  sont  égaux  aux 
quatre    angles  du  quadiiiatère  ;  donc  ^  0tc. 

{fig'  17)* 

Dans  le  quadrilatère  concavç(  17  fri>)  l'angle 

intérieur  AbC  est  plus  grajiid  que  deu^  aogles 
di'oits. 

87.  Le$  quatre  angles  intérieurs,  pris  «vec 
leurs  adjacens  ei(térieurs,  valent  ensemble  huit 
angles  droits;  or,  les  angles  intérieurs  vaUnt 
quatre  an$iiles  droits  (81],  donc  les  aqgles  «^- 
térieurs  DCN,  ADS,  BAT,PBÇ,  valent  ais«]ii 
quatre  angles  droits. 

88.  {Fig»  i^.)  Il  suit  de  ce  qui  pri^eède  : 
!<"  Un  quadrilatère  oe  peut  avoir  ses  quatre? 

angles  tous  aigus  ou  tous  obtus  ; 

2^  Un  quadrilatère  dont  la  somme  de  deux 
angles  est  égale  à  deux  angles  droits,  a  aussi 
la  somme  de&  deux  autres  angles  égale  à  deux 
angles  droits  ;  par  exemple ,  si  l'angle  intérieur 
A,  plus  Tangle  intérieur  opposé  C ,  font  en- 
semole  deux  angles  droits  ^  W  somme  des  deux 
angles  B  et  D  vaudra  aussi  deux  angles  droits.  Si 
les  deux  angles  B  et  A ,  situés  du  même  côté, 
valent  ensemble  deux  angles  droits ,  les  côtés 
AD  et  BG  sont  parallèles  (5i  ) ,  et  le  quadri- 
latère prend  le  rtom  de  trapèze {F'oirjig,  18)  j 
AB  et  CD  ne  sont  pas  parallèles. 
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Il  est  facile  de  démontrer  que  dans  tout 
quadrilatère  lii  somme  de^  quatre  c6tés  e«t 
comprise  entre  la  somme  4^s  di^gpoales  et  Iç 
douoie  de  cette  somme* 

^9'  i-^^g'  19*)  l^T^porn^lélograrnme  ABGD 
est  un  quadrilatère  cfont  les  càtés  ppposés  AB 

et  CD ,  BÇ  et  AD  ^Dt  par^llèlçs* 

90.  La  diagonale  BD  divise  ut^  fi^Fofr^ 
Ulogramme.  en  dei^a^  triangles  égaujp  î  en  e^t , 
à  cau^e  de$  parallèles  BG ,  AB ,  les  angles  ^Ir 
tçrue^-ipternes  OBQp  BPA  sont  égau^L;  il  çn 
est  de  même  des  angles  ABD ,  fi])Ç  ^  àojf^q 
les  deux  triangles  BpCy  AQD  ayaq|  un  cqté 
BD  en  commun ,  et  deux  angles  adjaqens 
égaux,  sont  égaux  $  par  conséquent,  dans  tout 
parallélogramme ,  1  ^  les  côtés  opposés  BG  et 
AD  ;'ou  Ap,GD  sont  égaux  ;  2°  les  angles  opposés 
A,  C  sont  égaux.  Cette  proposition  s'enonqe 
quelquefois  a^insi:  les  parallèles  intereeptées 
entre  parallèles ,  sont  égales. 

91  .réciproquement,  un,  quadrilatère  hBGD 
qui  a  les  cotes  opposés  égaux,  est  un  pa-r 
rallèlogramme ,  car  les  deux  triangles  AÈD, 
CBD ,  ayant  alors  les  trois  cAtés  égaux  chacun 
à  chacun,  sont  égaux;  les  angles  alternes-in- 
ternes DBG ,  BDA,  étant  égaux ,  les  côtés  AD  et 
BG  sont  paralUles;  il  eu  est  de  même  de  AB 

et  CD. 

ga.  Uq  quadrilatère  qui  a  les  angles  opposés 
égaux  y  est  un  parallélogramme;  les  quatre 
angles  valant  ensemble  quatre  angles  dfroits , 
il  suit  de  l'égalité  admise,  que  les  deux  angles 
situés  d'un  même  côté,  vaudront  ensemble  deux 
angles  droits  ;  donc ,  etc. 

93.  {^ig^  20.)  Un  parallélogramme  ne  peut 
avoir  un  angle  droite  sans  que  les  trois  autres 
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angles  ne  soient  drorts  ;  dans  ce  cas ,  on  le  nomade 
parallélogramme  rectangle,  ou  simplement 
un  rectangle;  les  côtés  BA,  CD,  du  rectangle 
sont  les  plus  courtes  lignes  qu'on  puisse  mener 
entre  les  parallèles  ;  on  \G%uom.v[ie\es  distances 
entre  les  parallèles  :  c'est  dans  ce  sens  qu'on 
dit  que  àas  parallèles  sont  partout  également 
distantes, 

94.  {Fig,  21.)  Un  parallélogramme  ne  peut 
avoir  deux  côtés  adjacens  égaux,  sans  avoir  ses 
quatre  côtés  égaux  entre  eux,  alors  on  le 
nomme  losange» 

95.  {Fig,  a2.)  Un  carré  est  un  losange  rec- 
tangle; les  quatre  côtés  et  les  quatre  angles 
sont  égaux. 

96.  {Fig,  19.)  Les  deux  diagonales  dHun 
parallélogramme  se  coupent  mutuellement  en 
deux  parties  égales  ;  en  effet,  le  triangle  BOG 
est  égal  au  triangle  AOD ,  car  BG  est  égal  à 
AD ,  et  les  deux  angles  adjacens  à  BC  sont  égaux 
aux  deux  angles  adjacens  à  AD  (52),  donc 
BO  =  OD  et  AO  =  OC;  et  réciproquement, 
lorsque  deux  diagonales  se  coupent  mu- 
tuellement en  deux  parties  égales ,  la  figure 
est  un  parallélogramme, 

97.  {Fig.  20.)  Dans  le  rectangle,  le  point 
d'intersection  O  est  à  égale  distance  des  quatre 
sommets  du  rectangle;  et  la  réciproque  a 
également  lieu. 

(  Fig,  21.)  Dans  le  losange ,  les  triangles  ad- 
jacens AOD ,  AOB,  ayant  les  côtés/égaux  cha- 
cun à  chacun ,  sont  égaux ,  et  par  conséquent 
l'angle  AOD  est  égal  à  son  adjacent  AOB  ;  et 
les  deux  diagonales  se  coupent  à  angles  droits; 
la  réciproque  a  lieu. 
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[Fig,  22.)  Dans  le  carré,  les  diagonales  se 
coupent  à  angles  droits,  et  leur  point  d'inter- 
section est  à  égale  distance  des  quatre  sommets 
du  carré  ;  la  i*éciproque  a  lieu. 

98.  Deux  droites  perpendiculaires ,  res- 
pectivement aux  côtés  d'un  angle ,  ne  peuvent 
être  parallèles ,  et  ont  toujours  un  point  d'in- 
tersection ;  car ,  si  elles  étaient  parallèles ,  les 
côtés  de  l'angle  étant  perpendiculaires  à  ces 
parallèles ,  seraient  aussi  parallèles  on  dans  la 
même  direction ,  ce  qui  est  absurde. 

Les  deux  perpendiculaires  prolongées  for- 
ment ensemble  quatre  angles  égaux  respective- 
ment à  ceux  qui  sont  formés  par  les  côtés  pro- 
longés de  l'angle  donné. 

Pofygones. 

99.  Nous  avons  examiné  jusqu'ici  des  figures 
foi*mées  par  trois  lignes  droites ,  le  triangle  ;  par 
quatre  lignes  droites,  le  quadrilatère;  nous 
allons  maintenant  considérer  des  figures  for- 
mées par  tant  de  lignes  droites  qu'on  voudra  » 
ou  les  polygones  :  on  donne  en  général  ce 
nom  à  des  surfaces  planes  fermées  de  toute 
part  par  des  lignes  droites.  Pour  distin- 
guer l'espèce  du  polygone ,  on  énonce  le  nombre 
des  cotés  ;  ainsi  on  dit  polygone  de  trente  côtés , 
de  quarante  côtés ,  etc.  ;  toutefois ,  certains  po- 
lygones ont  des  noms  particuliers  qu'il  faut  con- 
naître i  en  voici  la  nomenclature  : 


i 
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Polygone  de  3  côtés  se  nomme  triante  et 

quelauefois trilatère. 

Polygone  de    4 quadrilatèi^e. 

Polygone  de    5 pentagone. 

Polygone  de    6 ^  hexagone. 

Polygone  de    7^  «  •  •  .^  «^  heptagone. 

Polygone  de    o octosone. 

Polygone  de    g.  ,  «  ,  .  .  epneagofie* 
Polygone  de  10^  ,  ...  .  décagone. 
Polygone  de  i|.  *  •  •  «  .  endécagone* 
Polygone  de  i^i*  .  .  .  ,  .  dodécagone. 
Polygone  de  i5<  •  ,  .  .  •  pentédecagoae. 

Dans  ce  qui  suit ,  nous  n'examinerons  que 
les  polygones  convexes  ,  c*est-à-dire  qui  n'ont 
pas  d'angles  rentrans  (  83  ]. 

Dans  un  polygone  convexe  un  c6té  quelcon- 
que étant  prolongé  laisse  tous  les  sommets  du 
même  côté. 

100.  {JFig.  2^.)  On  nomme  diagonale  du 
polygone,  une  droite  qui  va  du  sommet  d'un  an- 
gle à  un  sommet  non  voisin  ;  dans  l'hexagone 
ABCDEF,  les  droites  AC,  AD,  AF  sont  des 
dia/^onales  ;  de  chaque  soaimet  on  peut  mener 

,  trois  diagonales  :  donc  dans  l'hexagone  on  peut 

m^ner  •— *-*  ou  9  diagonales  \  dans  l'heptagone  on 

peut  en  mener  —  =  14  >  et  en  général  dao« 

un  polygone  d'un  nombi^  n  de  côtés ,  on  peut 

n(n  — 3) 
mener  ■  '  diagonales. 

2 

10 1.  {Fig.  23.  )  La  somme  des  angles  inté^ 
rieurs  à! un  polygone  est  égale  à  autant  de  fois 
deux  angles  droits  qu'il  a  de  côté,  moins  deux. 
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Soit  l'hexagone  ABGDEF  ;  on  peut  le  décom- 
poser en  quatre  triangles  ABC ,  ADC ,  ADE , 
AEF,  dont  les  douze  angles  valent ,  pris  en-' 
semble ,  huit  angles  droits;  or  ,  ces  donze  an- 
gles forment  les  six  angles  du  polygone,  dotic 
dans  l'hexagone  la  somme  des  angles  intérieurs 
vaut  huit  angles  droits ,  ou  6  —  i  fois  deux  an- 
gles droits.  Il  est  aisé  de  voir  que  dans  Thepta- 
gone  oâ  formerait  ainsi  5  tria nghes  ,  etpareotb- 
séquent  la  somme  des  angles  est  égale  à  7  •-^  2 
fois  ou  à  5  fois  deux  angles  droits  ,  à  10  afi^ 
gles  di^its;  et  »  en  général,  dansunpolygoïiie 
d'un  nombî^  n  de,  côtés ,  la  somme  des  aix- 
gles  est  égale  \  n  —  s  fois  deux  angles  droits  ou 
kifi  — 4ani?les  droits.  Ainsi ,  un  hexasone  ne 
peat  avoir  tousses  angl\esà  la  fois  plus  petits  ou 
plus  gi^ads  <qiie|'Ou  \  d'atïgle  droit  ;  juliepta- 
gone  nre  saurait  avidlrtous  ses  angles  à  la  fois 
ptas  pietits  où  pitis  (gi*awds  que  -y-  d'angle 
drok  ;  et ,  e«i  général ,  un  polygone  de  n  côtés 
ne  peut  a'véir  chafenntle  ses  angles  plus  petit  ou 

plustgraod qii«  ■       ■■  ■  d.angtecgoit. 

102.  On  nomtne  polygone  équiangée  celui 
dont  tous  les  angles  sont  égaux  :  ainsi  le  trian-- 
gle  équilatéral,  le  qùani-ilatère  rectangle, 
offrent  l'exemple  de  polygones  équiangles  ;  dans 
le  polygone  équiangie  d*up  nombre  ii, de  côtés  » 

/  2  71—4 

chaque  angle  est  donc  égal  à d'angle 

droit.  A  i'aidedecett^  formale,,  on  a  caicttlé 
le  tableau  qui  suit  : 
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Valeur  de  l'angle  intcrienr 
en  pnrlies         en  parties 
circulaires. 


d'angle  droit. 

Triangle    équiangle    ou 

cquilatéraî j 

Quadrilatère  rectangle.  . 
Pentagone  équiangle.  .  . 

Hexagone,  id 

Heptagone ,  id 

Octogone ,  id 

Ënnéagotie ,  id 

Décagone ,  id 


Endécagone 


f 

1 1 


600. 

I98^ 
1200. 

i35°. 

144°. 

i47°i6'2i"^ 

i5o°. 


Doidécagoilê ,  id. ,  ,  ,  . 

(  Voir  pour  la  seconde  colonne  n**  i54'  ) 

On  voit  que  la  grandeur  de  Tangle  intérieur 
augmente  avec  le  nombre  .des  côtés,  elle  appro- 
che de^plus  en  plus  d'être  égale  à  deux  angles 
droits,  mais  ne  peut  jao^ais  ^.ttcindre  cette 
valeur  ;  ainsi,  deux  angles  drQÎts  SQAt  une  limite 
vers  laquelle  tend  Tangle  intérieur  des  poly- 
gones équiangles ,  elle  peu,^  an  différer  moins 
qu'aucune  quantité  donnée  ;'c'est6e  qu-bnpeut 
conclure  directement  de  l^xpression  générale 
de  cet  angle  j  en  effet,  ' 

a/t— 4__^      4 
n  n 

Or  y  à  mesure  que  n  augmente ,  la  partie  sous- 

.4     ■  . 
tractive  -diminue ,  et  par  conséquent  Tangle 

diffère   de  'moins  en  moins  de  deux   angles 
droits. 

ic3.  {Fig,  23.)  Dans  l'hexagone  ABCDEF  , 
en  ajoutant  chaque  angle  intérieur,  tel  queFAB 


DE   GEOMÉTRllE.  3^ 

avec  son  adjacent  extérieur  BAO,  on  obtient 
douze  angles  dont  la  somme  vaut  évidemment 
douze  angles  droits;  or,  la  somme  des  six  an* 
£;Ies  intérieurs  vaut  huit  angles  droits  (ici)  : 
donc  la  somme  des  six  angles  extérieurs  vaut 
quatre  angles  droits. 

£n  faisant  le  même  calcul  pour  un  autre  po- 
lygone ,  on  trouvera  encore  que  la  somme  des 
angles  extérieurs  ne  dépend  pas  du  nombre 
des  cotés  ,  et  est  constamment  égale  à  quatre 
angles  droits  ;  soit  n  le  nombre  des  côtefs  ;  les 
angles  intérieurs^  plus  les  angles  extérieurs  ad- 
jacens  y  valent  2  n  angles  droits  ;  or  ,  les  angles 
intérieurs ,  pris  ensemble,  valent  2  n — 4^'^g^^^ 
droits;  il  faut  donc  que  les  angles  extérieurs 
fassent  ensemble  quatre  angles  droits. 

104.  (^i^;  ^3.)  Supposons  qu'ayant  fixé  l'ex- 
trémité d'un  fil  en  A,  on  Tenveloppe  autour  du 
polygone.  La  première  direction  étant  suivant 
ABP;  il  change  de  direction  en  B  pour  s'ap- 
pliquer sur  le  côté  BC ,  et  ce  changement  de 
direction  est  mesuré  par  Tangle  extérieur  PBC. 
En  G  y  il  y  a  un  nouveau  changement  de  direc- 
tion ,  indiqué  par  l'angle  QCD  ;  et  quand  le  fil 
sera  de  nouveau  en  AB,  il  aura  changé  six 
fois  de  direction.  Quel  que  soit  le  nombre  des 
côtés  da  polygone ,  la  somme  de  tous  les  chan- 
gemensde  direction  sera  constamment  la  même, 
et  égale  à  quatre  angles  droits  j  il  en  est  de 
même  si  un  mobile  parcourt  les  côtés  du  poly- 
gone ;  quand  il  reviendra  derechef  au  même 
côté ,  tous  les  changemens  de  direction  équi- 
vaudront à  quatre  angles  droits. 

io5.  On  nomme  périmètre  d'un  polygone 
Qne  droite  équivalente  en  longueur  au  con- 
tour ou  à  la  somme  de  tous  les  côtés  du  po- 
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tyâ[oné;  ainsi,  un  fil  enveloppé  àutotif  d^un 
polygone,  ëtant  développé  en  ligne  droite, 
donne  le  périmètre  du  polygone  ;  lorsque  Tu- 
liité  de  mesure  est  le  mètre,  le  périmètre 
s'exprime  en  unités  métriques  Quoique  les 
deux  mots  contour  et  périmhtré  n'etpririient 
pas  la  même  idée ,  puisque  Fun  est  la  mesure 
de  l'autre,  l'usage  les  a  rendus  synonymes. 

to6.  Il  est  facile  de  démontrer  que ,  i°  dans 
tout  polygone,  chaque  côté  est  {)lus  petit  que 
la  somme  de  tous  les  autres  eôtés  ;  2^  que  lors- 
qu'un polygone  ehveloppe  de  toute  part  uti 
autre  polygone ,  le  périmètre  du  polygone  en- 
veloppant est  plus  grand  que  le  périmètre 
du  polygone  enveloppé  (85)  ;  3°  le  périmètre  est 
plus  grand  qUe  le  aoubie  d'une  aiagohale. 

1 07 .  (  Fig.  :24* }  On  nomtaie  ligne  brisée  une 
pdrtion  dé  polygone  ABCt),  composée  de  li- 
gnes droites  ;  Io^sque  deux  lignes  brisées  sdnt 
telles  que  AÈGD,  AEFD,  dont  l'ude  enveloppe 
l'autre,  l'extérieure  est  pliis  longue  que  l'inté- 
rieure, et  chacune  est  plus  longue  que  la  droite 
AD;  par  conséquent,  la  droite  qui  r*éunit 
deux  points  est  plus  courte  que  toute  ligne 
brisée  qui  aboutit  à  ces  mêmes  points. 

Lignes  courbes  t  circ9nférenee4 

108.  dii  nomme  ligne  courbe  ou  simple^ 
fnent  une  courbe,  toute  ligne  qui  n'est  ni 
droite,  ni  composée  de  lignes  droites;  de 
sorte  qu'en  réunissant  par  une  droite  deux 
points  quelconques  d'une  courbe,  cette  droite 
ne  peut  faire  partie  de  la  courbe.  Le  seul 
mouvement  imprimé  par  la  main  peut  faire 
tracera  la. plume  des  courbés  dont  les  formes 
varient  H  nnfini;  il  existe  donc  Urie  infinité 
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de  courbes  diverses  :  nous  n'examiDerons  d'a- 
bord que  les  courbes  décrites  sur  un  même 
pian;  et,  parmi  celles-ci,  la  plqs  simple  de 
toutes ,  ou  la  circonférence. 

log.  (jFiff,  35.)  On  donne  le  nom  de  cir^ 
conférence  a  une  ligne  plane  ABCDE,  dont 
tous  les  points  sont  également  éloignés  d'un 
même  pqint  0  appelé  centre  ;  on  décrit  la  ciiw 
confér^ni:^  à  l'aide  du  compas,  instrument 
connu  ;  lextrémité  d'une  branche  étant  posée 
en  O,  Textrémi té  de  l'autre  branche  décrit, 
en  tournant ,  la  circonférence. 

I  lo.  (  Fig.  25  )  Les  rayons  OA,  OB,  etc., 
sont  des  droites  qui  vont  du  centre  à  la  cir- 
conffjreoce  ;  il  est  évident  que  tous  ies  rayom 
sont  égaux  entre  eux. 

111.  On  ne  peut  trouver,  sur  une  circon- 
férence ,  tr(|is  points  en  ligne  droite  ;  car  du 
centre  on  pourrait  mener  à  cette  droite  trpis 
rayons  égaux ,  ce  qui  e^t  impossible  (74)  î  donc 
la  circonférenfie  est  une  ligne  courbe  (  108  ), 
et  une  droite  ne  peut  la  renconti^er  en  plus  de 
deux  points. 

112.  Le  cercle  est  l'étendue  supei*ficîeUe 
renfermée  par  la  circonférence  ;  ainsi  celle-ci 
est  uue  ligne ,  et  celui-là  une  surface  :  cepen- 
dant PoMige  s'est  introduit  de  dire  quelquefois 
cercle  au  lieo  de  oiixM>Bférence  du  cercle. 

II  3.  (  Fig,  a5«  )  Le  diamhtre  est  une  droite 
AOK,  passant  par  le  centre  et  terminée  de 
part  et  a'aiitre  à  la  circonférence  ;  un  diamètre 
étant  formé  par  deux  rayons,  il  s'ensuit  que 
tous  les  diamètres  sont  égaux  {i  10). 

Il 4-  (■f'tg'  ^5.)  La  corde  AB  est  une 
droite  qui  réunit  deux  points  de  la  circonfé*" 
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rence  ;  la  corde  AB  étant  plus  courte  que  la 
somme  des  deux  rayons  Oâ  ,0B,  qui  aboutis- 
seut  à  ses  eitréinités,  il  s'ensuit  que  toute  corde 
est  plus  petite  qu'un  diamètre  (ii3);  or,  le 
diamètre  étant  une  corde  passant  par  le  centre, 
il  s'ensuit  que  le  diamètre  est  la  plus  grande 
des  cordes  qu'on  puisse  mener  dans  une  cir- 
conférence ;  les  deux  points  A  et  K ,  extrémités 
d'un  diamètre ,  sont  dits  diarriétralement  op- 
posés, 

1 15.  (Fig^  25.)  D'un  point  T,  pris  dans  l'in- 
térieur du  cercle,  le  plus  court  chemin  pour 
aller  à  la  circonférence  est  lA,  et  le  plus 
long  est  IK,  sur  le  diamètre  qui  passe  sur  le 
point  I  ;  en  effet ,  soit  IB  une  droite  quelcon- 
que y  on  aura 

OI-t-OB>IB,- 
or  01  +  03=01+ OK=IK, 

donc  IB<IK  ; 

de  même  OI+IB>OB; 

or  OB=OA=OI+AI, 

d'où  OI  +  IB>OI+AI, 

donc  IB>AI. 

1 16.  {Fig.  25.)  Le  diamètre  AKpartage  la 
circonférence  et  le  cercle  en  deux  parties  éga- 
les ;  car  en  pliant  la  figure  de  manière  que  le  pli 
se  fasse  suivant  le  diamètre  A£,  tous  les  points 
de  la  partie  ABK  tomberont  sur  les  points 
de  la  partie  AER;  sans  cela,  la  circonférence 
aurait  des  points  inégalement  éloignés  du 
centre,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition 
de  cette  ligne  (109);  ABK,  ALK,  étant  cha- 
cune la  moitié  de  la  circonférence,  on  leur 
a  donné  le  nom  de  demi-circonférences. 

117.  [Fig.  25.)  Une  portion  AMR  de  la 


DE  GEOMÉTfilE.  4l' 

circonférence  se  nomme  arc,  mot  emprunté  à 
l'arme  de  jet  de  ce  nom  ;  ce  qui\  a  donné  lieu  • 
aiiS5i  à  la  dénomination  de  corde  (ii4);  on 
dit  que  la  corde  AB  tend,  ou,  ce  qui  est 
usité  en  géométrie,  sous-tend  Tare;  quelque- 
fois on  dit  la  sous- tendante  pour  la  corde.  On 
voit  qu'une  même  corde  AB  sous-tend  à  la 
fois  deux  arcs  :  un  arc  AMB,  plus  petit  qu'une 
demi-circonférence,  et  un  arc  ALKGB  pLjas 
grand  qu'une  demi-ctrconférence. 

ii8.  Deux  arcs  AMB,  ANE  sont  égaux, 
lorsque  étant  appliqués  l'un  sur  l'autre  ils  se 
recouvrent  ;  deux  arcs  égaux  AMB,  ANE  sont 
SOUS'  tendus  par  des  cordes  égales  /  car  en  po- 
sant un  arc  sur  l'autre ,  ils  ont  mêmes  extré- 
mités, qui  sont  aussi  celles  des  cordes. 

119.  Réciproque,    Les  cordes  égales  AE , 
AB,  SOUS' tendent  des  arcs  égaux  de  même  es- 
pèce, tous  deux  plus  petits  on  tous  deux  plus 
grands  aue  la  demi-circonférence;  menant  les 
rayons  Ofi,  OE,  les  deux  triangles  AOE,AOB, 
ayant  les  trois  côtés  égaux ,  sont  égaux  ;  pliant 
la  figure  suivant  le  diamètre  A K,  jusqu'à  ce 
que   la    demi-circonféreuce  AMBK   recouvre 
1  autre  demi-circonférence  «    le  triangle  AOB 
couvrira  sou  égal  AOE ,  le  point  B  sera  sur  le 
point  E  ,  et  tous  les.  points  de  l'arc  AMB  seront 
placés  sur  ceux  de  l'arc  ANE,  par  conséquent 
ils  sont  égaux  :  la  démonstration  reste  la  même 
lorsque  les  deux  cordes  égales  n'ont  pas  une 
extrémité  A  en  commun. 

1 20.  Deux  angles  égaux  AOE,  AOB,  ajtant 
leurs  commets  au  centre  O ,  interceptent  sur 
la  circonférence  des  arcs  ANE ,  AMB  égaux  ; 
car  les  triangles  AOE,  AOB,  sont  égaux, 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux 
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^onc  les  càtës  ou  corder  A£  et  AB  $ont  égales , 
fit  les  arcs  sousrteQdus  seront  égaux  (  1 19). 

131.  Réciproque.  Les  arcs  égaujp  répondent 
à  des  angles  au  €^tre  égaux ,  car  alors  les 
cordes  spot  é^\fi^  (u8),  et  les  trUogifis  ayant 
)e%  trois  cotés  ^aui^  ^os\%  é^nx. 

12^,  l'are,  ABL  it^^t  jpl^s  grand  que 
Care,  AE ,  ei  laM#  é^^,x  pHiS  peiUs  que  la 
demi^irço^/ér^^CG,  Iq.  cor<h  Ah  e^.  pdus 
longue  que  la,  c^de  A£i  car  me«^l^t  1^ 
rayons  04,  ÔE^  Çrt^,  rapale  AQi  étant 
plus  grand  qu^Tanale  ÀOE ,  les  deux  triao^tes 
AQL  ,  AJO9  K  QQt  aetti(  cô4is  é%Wk  cbactiip  à 
çbaci^q ,  et  lieaaQglça  PomfMis  iaéfiaui  i  doQoI«. 
çôtf  Ah  est  plus  g;»*an4  ^ue  la  coté  AS  (70)* 
Si  les  dei^x  arcs  soat  toqs  deui^  plus  giMinds 
qi»e  U  4emi-CMX2QB(ereace ,  l'a^o  (e  plus  f^d^à 
çst  soMs^te^d^  par  la  pliisi  petite  cQi^de;  U 
prptpositif^i^  ce#s0  d'avou*  Ûen  si  Ti^ii  ^es,  ^ires. 
çsl  plus  petit  ^(  l'avktr«  plMS  §iaii4  /^un  l^ 
(^la^ciixK^i^Férence. 

£t  réoiproquement  de  d^x  eofiies  illégales  » 
la  pl^s  longuMs  so«is-tend  le  p^  grand  ar^^r 

1:^3.  (.e  iB^ilieu  M  di^  petit  arc  AB ,  le  «ni- 
UevL  P  de  \s{  caiçde ,  le  çeat^e  Q  «  k  «milieu 
D  du  grand  a^c  ÀPB ,  6fii\\  quatre  poi»|a 
situés^  s^^r  lu  iji^âme  diamètjr^  perpendiculaire 
à  ]a  corde;  car  Ta^c  AM  ^ant  égal  à  Tare 
MB,  las  cordes  ÀM  ?tM3  soQt  égalW  (mS  )  ; 
le  point  M  est  doAc  également  él^gné.  d/es 
deux  points  A  et  B  ;  il  eu  est  de  BObéme  du 
poiut  u>i  donc  les  quatre  poiats  étant  égale- 
«oei^t  éloignés  des  extrémités  de  la  eorde  AB , 
soat  situes  sur  une  même  droite  ;  donc ,  etc. 

Il  suffit  ainsi  de  counaître  deux  de  ces 
points  pour  avoir  la  direction  de  la  dpoit^ 
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sur  laquelle  se  trouvent  les  deux  autres  points. 
Et  il  suit  de  là  que  toutes  les  cordes  parais 
leles  ont  leurs  points  milieux  situés  sur  un 
même  diamètre  perpendiculaire  à  ces  cordes  « 
et  toute  perpendiculaire  sur  le  milieu  d^une 
corde  est  un  diamètre, 

I  ^4*  h^  â^ux  cordes  AB,  AE,  étant  égales , 
si  on  abaisse  le»  perpendiculaires  OP ,  OQ  ', 
OQ  jiura  dem  triangles  rec;lai>içliia  AOP  et 
AOQ  qui  sont  ésaux;  car  AQ,  noitté  de 
AE ,  est  éffal  à  AP  moitié  do  AB ,  et  l'hype» 
théçuseAQ  est  commune  (8i\;€leuaoOQ=sÛP; 
aio^i  le  oestre  est  éf^akment  disiyai)!  des  eordes 
(^aie^  {j3]^  Cette  proposîtion  s'éeoneeordiiiatre* 
ment  de  oette  maniei'e  :  les  eurdes  égaias  êoai 
également  djistaute^  dm  etn^m» 

is5.  Deux  eordes  également  distantes  du 
centre  sont  égales  /  car  aloi*s  on  a  OF  zs  OQ  ; 
les  ^iix  triangle»  rectangles  sont  donc  égaux 
f8i),  et  par  conséquent  AP,  moftié  de  AB , 
est  égal  à  AQ  moitié  de  AE  ;  donc  AB  —  AE. 

iîi6.  (  JF*ig,  sSOl^d  perpendiculaire  OQ  sur 
AEest  une  oblique  à  1  égard  de  la  corde  plus 
loDgae  AL;  soit  H  le  point  d'intersection , 
pied  de  Toblique  OH  ;  or  OQ  est  plus  grand 
qae  OR  ,  et  robHqne  OR  est  plus  Ioi\gue  que 
a  perpendiculaire  qu'on  abaisserait  de  O  sur 
AL;  donc  le  centre  est  plus  près  de  la  grande 
eorde  AL  qae  de  la  moindre  AE.  Ainsi  ^  de 
iettx  cordes  inégales  j  ta  plus  petite  est  la 
plus  éloignée  du  centre ,  et  réciproquement 
de  deux  cordes  inégalement  distantes  du 
centre  ,  la  plus  éloignée  est  la  plus  courte. 

De  là  on  conclut  que  de  toutes  les  cordes 
^  passent  par  un  point  §iitué  dans  Tintéri^u 


44  MANUEL 

du   cercle  ,   Ja  ])lus  courte  est  celle  qui  est 
perpendiculaire  au  diamètre. 

ôbsen'ation:  Nous  ne  démontrerons  plus 
les  récipi'oques ,  lorsque,  comme  dans  le  cas 
actuel,  elles  sont  des  conséquences  immé- 
diates des  propositions  directes. 

127.  Dite  droite  SDV  perpendiculaire  en 
D  à  Vextrémité  diin  rayon  OD  ,  n'a  que 
ce  point  en  commun  avec  la  circonférence  / 
car  tout  autre  point  T,  pris  sur  cette  droite  » 
est  plus  éloigne  du  centre  que  le  point  D  (72) , 
il  est  donc  hors  de  la  circonférence.  Une 
droite  qui,  passant  par  P extrémité  d^un 
rayon ,  ne  lui  est  pas  perpendiculaire ,  entre 
dans  la  circonférence ,  et  étant  suffisamment 
prolongée  y  la  coupera  en  un  second  point  \ 
car  le  rayon  étant  oblique  à  l'égard  de  la 
droite  »  si  du  centre  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  cette  droite  ,  elle  sera  plus  courte 
que  le  rayon  (72),  le  pied  de  la  perpendiculaire 
est  donc  plus  près  du  centre  que  Teictrémité  du 
rayon  :  la  droite  a  donc  un  point  dans  l'inté'p 
rieur  du  cercle;  donc,  etc.  Par  conséquent 
toute  droite  qui  n^a  qvûun  point  de  commun 
avec  le  cercle  est  nécessairement  perpendicu- 
laire au  rayon  qui  passe  ce  point, 

728.  On  nomme  tangente  au  cercle  une 
droite  SDY ,  qui  n'a  qu'un  pçint  de  coDnnun 
avec  le  cercle  ;  et  le  point  commun  se  nomme 
point  de  contact.  On  a  donné  aussi  quelque- 
ibis  à  la  tangente  le  nom  de  touchante  ;  la 
perpendiculaire  à  la  tangente  élevée  sur  le 
point  de  contact  se  nomme  aussi  normale; 
ainsi,  dans  le  cercle,  (ans  las  rayons  sont 
des  lignes  normales. 

On  nomme  sécante  une  droite  qui  a  deux 
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points  en  commun  avec  le  cercle  ;  on  dit  alors 
que  la  sécante  coupe  le  cercle,  et  les  points 
communs  se  nomnient  points  d intersection. 
Ainsi  9  une  sécante  est  une  corde  prolongée. 

Deux  circonférences. 

129.  Deux  cercles  de  centres  différens  et 
de  même  rayon  sont  évidemment  égaux  ;  et 
les  propositions  ii6  jusqu'à  ia5  sont  aussi 
applicables  à  deuxsperclef  égaux  ;  par  exemple , 
deux  arcs  égaux  dans  deux  cercles  égaux  sont 
sous-tendus  par  des  cordes  égales  ;  et  ainsi 
des  autres  ;  les  moyens  de  démonstration  res- 
tent  les  mêmes. 

i3o.  Les  circonférences  sont  concentriques  y 
lorsqu'elles  sont  décrites  du  même  centre ,  avec 
des  rayons  difiérens;  il  est  évident  que  des  cii^ 
conférences  concentriques  ne  peuvent  avoir 
aucun  point  en  commun. 

i3 1 .  (  Fig,  26.  )  Lorsque  deux  circonférences 
ont  deux  points  en  commun ,  la  droite  qui 
joint  les  deux  centres  est  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  la  corde  qui  joint  les  points 
en  commun  ;  car  les  deux  centres  sont  des 
points  également  éloignés  des  extrémités  de 
cette  corde  (79). 

i3îi.  Deux  circonférences  ne  peuvent  se 
couper  en  plus  de  deux  points  ;  supposons  qu'il 
y  en  ait  trois  ;  en  les  réunissant  par  des  droites , 
on  aura  trois  cordes  formant  un  triangle, 
et  il  faudra  donc  que  la  ligne  des  centres  soit 
perpendiculaire  à  la  fois  sur  les  trois  côtés  de  ce 
triangle  (  i3i  ] ,  ce  qui  est  absurde  ;  donc ,  etc. 
i33.  (  Fig,  ai6.  )  Lorsque  deux  circonfé- 
rences se  coupent  en  deux  points  $  la  som 
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rayons,  etD  la  distance  de  deux  ccotres;  oq 
aura , 

et  R>^r;  le  signe  ^  n'excluant  pas  régaltté. 

1°  SiR-|*^=  1)»  les  deux  circonférences  se 
touchent  extérieurement. 

a-°  Si  R  —  r  =  D ,  les  deux  circonférences  se 
touchent  inlérieurement. 

3**  Si  R  -|-  '•<CD,  les  deux  circonférences 
sont  hors  Tune  de  l'autre. 

4**  Si  R  —  r  >  D ,  les  deux  circonférences 
s'entourent  l'une  l'autre. 
(  Note  2.  ) 

Mesure  des  angles  rapportée  au  cercler 

iSp.  (jF%.  28.)  Deux  diamètres  perpen- 
diculaires ÀOB  ,  COD ,  divisent  la  circonfé- 
rence et  le  cercle  en  quatre  parties  égales  ;  car 
les  quatre  arcs  AMC ,  CNB  ,  BPD  .  DQ  A  , 
sont  sous-tendus  par  des  cordes  AC ,  CB , 
BD  ,  DA  ,  qui  sont  égales*  comme  obliques  , 
s'écartant  également  du  pied  0  de  la  perpen- 
diculaire ;  ainsi  tout  angle  droit  intercepte, 
entre  ses  côtés  ,  le  quart  de  la  circonférence 
décrite  avec  un  rayon  quelconque  du  sommet 
comme  centre.. 

Quelquefois  on  donne  le  nom  de  cadran  au 
quart  de  la  circonférence. 

i4o.  Nous  avons  vu  (28)  que  tous  les  an- 
gles pouvaient  être  rapportés  à  l'angle  droit. 
Or  il  existe  le  même  rapport  entre  un  angle  quel- 
conque BON  et  l'angle  droit  BOG  ,  qu'en- 
tre les  arcs  BN  ,  BNC  ,  interceptés  entre  les 
côtés  de  ces  angles  et  décrits  du  même  rayon. 
En  effet,  soit  d'abord  l'angle  BON  contenu 


DE    oéOMÉTRIE.  49 

un  nombre  entier  de  fois  dansTangle  droit ,  par 
exemple,  trois  fois;  les  trois  angles  fiON,  NOR, 
ROC,  étant  égaux,  les  arcs  interceptés  fiN,  NR, 
RG,  sont  égaux  (120.)  BN  est  donc  le  tiers  du 
cadran  ;  donc  l'angle  BON  est  contenu  dans 
Tangle  droit  autant  de  fois  que  l'arc  BN  est 
contenu  dans  le  cadran  ;  si  le  rapport  entre  les 
angles  est  exprimé  par  un  nombre  fractionnaire, 
le  rapport  entre  les  arcs  est  exprimé  par  le  mê- 
me nombre  ;  soit,  par  exemple,  l'anf^le  BON  les| 
de  Fangle  droit  ;  on  peut  concevoir  l'angle  BON 
et  l'arc  BN  divisés  en  quatre  parties  égales  ; 
le  quart  d'angle  sera  contenu  9  ibis  dans  1  angle 
droit;  donc  le  quart  d'arc  sera  aussi  contenu 
j  fois  dans  le  cadran  ;  donc  l'arc  entier  sera  les  | 
ou  cadran.  Ce  raisonnement  ne  dépend  pas  des 
propriétés  des  nombres  4  et  7  que  l'on  a  choisis 
pour  exemple;  donc,  en  général,  quel  que 
soit  le  rapport  numérique  entre  un  angle  et 
l'angle  droit ,  ce  même  rapport  existe  entre  les 
arcs  décrits  du  sommet  comme  centre  et  du 
même  rayon.  On  peut  donc  former  une  pro- 
portion  entre  les  angles  et  leurs  arcs;  et  dire, 
un  angle  est  à  l'angle  droit ,  comme  l'arc  in* 
tercepté  entre  les  côtés  de  l'angle  est  à  celui 
qu'interceptent  les  côtés  de  l'angle  droit,  les 
deux  arcs  étant  décrits  des  sommets  comme 
centres  et  avec  le  même  rayon. 

141-  Cette  proportion  existe  lors  même  que 
les  rapports  ne  sont  pas  susceptibles  d'être 
exprimes  par  un  nombre  limité  de  chiffres.  Si, 
par  exemple,  l'angle  droit  étant  toujours  l'u- 
nité ,  on  avait  un  angle  BON  représenté  par 
la  n.oitié  de  la  racine  carrée  de  a  ou  7  y/  2; 
cette  fraction  est  comprise  en  extrayant  la  ra- 

cine^arrée. 
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Entre    -^    et  -|^i 

Entre   ^  et  ^. 

Entre  -^^et^,. 

Entre  J^ÏVô  et  ïW^S* 
La  différence  entre  les  i'«'  limité»  est  de  ^« 
La  différence  entre  les  n**  lirtittes  est  de  '^. 
La  différence  enttis  les  3^'  iiknitea  ëèt  de  7 
La  différence  en  t  le  les4''li^i^^sefttdeY 
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En  tbntinuant  l*opéi*ation ,  oh  ne  parviendra 
jamais  à  trouver  éxdùlcmeht  en  honibre  la 
Tàleui*  de  la  fraction;  mais  les  limites  entre 
lesquelles  cette  valeur  se  ti^ouVfe  ,  différerbnt 
de  tnoiris  en  moins,  et  cette  différence  peut 
devenir  plus  petite  qu^âdcuiiè  qiiâtitité  dôiinee  ; 
ôr,  je  dis  que  leà  méiheâ  limites  çiuî  renfer- 
meut  le  l'àppôrt  de  l^anglô  fiOn  à  l'angle 
diôit,  retaferiHëht  aUSsl  le  rabpot^t  dé  l^arc 
•  BN  àU  ëadran.  Eu  effet,  ^bU  BOË  Tangle  -^ 
pltis  petit  (tue  BON ,  et  fiOl  l^angle  ^«  plus 
grand  que  BON  ,  on  ftUrà  BK  blus  petit»  et 
rarb  Bl  plus  grand  que  Parc  BN^  donc  cet 
at*d  est  compris  entré  -^  et  -n:  dii  cadran ,  et 
il  ert  est  de  même  dfes  autres  limiteà  plus 
i*approchéès ;  pal*  conséquent,  le^  ctcux  i*ap- 

I)Oris  ihco  i:uiehsui'àb!és  de  l'angle  BON  et 
'angle  droit,  aihsique  celui  entre  l'arc BN  au 
cadran ,  sont  renfermés  entre  lés  mêmes  li- 
initts  ;  la  différence  de  ces  deUx  rapports ,  si 
elle  existe,  doit  être  plus  petite  que  la  diffé> 
rence  fentl^e  les  limites  :  or,  cette  derilière  diffé- 
rence peut  devenir  plus  petite  qu'aucune  quan- 
tité donhée,  dobc  la  différence  entre  les  deux 
rapports  doit  aussi  être  plus  petite  qu'aucune 
Quantité  assignable ,  ou  autrement  cette  dif- 
ierencç  doit  être  nulle  et  les  rapportir  éivi 
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égapx  ;  doDc  la  proportîonnalilë  entre  les  ^q? 
gles  et  les  arcs  décrits  du  sommet  comme 
centre  existe,  lors  même  que  les  rapports 
sonf  ipcommensurables.  On  -voit  que  les  méqfief 
raisonnemens  et  les  mêmes  conclusions  sul>* 
sistent,  eraelle  aue  soit  Tespèce  d'incommen- 
surabilité, qu'elle  soit  exprimée  pa^  des  çxtraQr 
tioDS  dç  racines  ou  autrement. 

14^^.  On  peut  encore  démontrer  çe^te  pro? 
portionnalité  de  cette  manière  : 

Le  rapport  angulaire  _       ,s'il  n'est  pas  égal 

BOI4 

au  rapport  circulaire  -^^  sera  ou  plus  granq 

pu  plus  petit;  admettons  la  première  hypo^ 

1-*  BON     BR  ,,  ,      ,    ,, 

thèse,  et  supposons  ^^=gg-  (  A  ),  ou  Ion  ^ 

BR>BN. 

Quelle  que  soit  la  petitesse  de  l'arc  NR, 
on  peut  concevoir  le  cadran  BC  divisé  en  un 
nombre  assez  grand  de  parties  éi^ales ,  pour 
que  chacune  soit  plus  petite  que  l'arc  NK  ;  il 
tODibera  au  moins  un  point  de  division  I  entre 
N  et  R;  les  arcs  BI  et  BG  comprenant  un 
nombre  cororaensurable  déterminé  de  parties 
,    ,  ,      BOI    BI     ^  ^  . 

égales,  op  aura  ^û"^JBô(î=gQ  Ui9)\  combi- 

Dant  cette  égalité  avec  celle  de  l'hypothèse  (^), 

.        „       BON    ?R  .    ...  . 
on  en  tire  celle-ci  wtt^»^»-  egahte  impossi- 

Jp  U  t     Bi  ' 

ble ,  car  BON  est  plus  petit  que  BQI,  t^ndi^ 
que  BR  est  plus  grand  que  QI  n  donc  }a  pre- 
mière hypothèse  est  impossible  ;  on  démontre 
de  foéifie  }'impossibilitci  40  t^  seconde  hypo- 
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thèse  ;  donc  le  rapport  angulaire  est  égal  au 
rapport  circulaire. 

Nous  prouvons  ici  régalité  de  deux  quan- 
tités ,  en  démontrant  que  l'admission  de  leur 
inégalité  conduirait  à  une  absurdité;  ce  genre 
de  preuves  est  connu  en  géométrie  sous  le  nom 
de  la  réduction  à  V absurde. 

143.  Nous  nous  sommes  servi  (  i40  àe 
deux  principes  que  nous  invoquerons  souvent , 
et  que,  par  cette  raison,  nous  devons  plus 
particulièrement  démontrer. 

Premier  principe.  Lorsque  deux  quantités 
sont  comprises  entre  les  mêmes  limites,  la  dif- 
férence des  deux  quantités  est  toujours  plus 
petite  que  celle  des  deux  limites;  en  enet, 
soient  A  et  B  les  deux  quantités,  et  L  et  L' 
les  deux  limites  ;  rangeons  ces  quatre  quantités 
par  ordre  de  grandeur  : 

L,  A,  B,L', 
ou    A>L, 
B>A. 
L'>B. 

Nommons  première  différence  celle  qui  existe 
entre  A  et  L  ou  A  —  h. 

Deuxième  différence  celle  qui  existe  entre  B 
et  A  ou  B  —  A. 

Troisième  différence  celle  qui  existe  entre 
a  etBou  U—B. 

Il  est  évident  qu'en  ajoutant  la  première 
différence  à  L  on  obtient  A. 

Qu'en  ajoutant  la  deuxième  différence  à  A 
on  obtient  B. 

Qu'en  ajoutant  la  troisième  diflférence  à  B 
on  obtient  L'.  . 

Donc  aussi  on  obtient  B  en  ajoutant  à  L  les 
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deux  premières  différences ,  et  Ton  obtient  L' 
en  ajoutant  à  L  la  somme  des  trois  différences. 

La  différence  entre  L'  el  L  est  donc  égale  à 
la  somme  des  trois  différences  ;  e!le  est  donc 
plus  grande  que  chacune  d'elles. 

On  a 
L'  — L  =  A  — L  +  iB  — A]-f.L'  — B. 

Deuxième  principe.  Si  deux  quantités  A 
et  B  sont  comprises  entre  les  mêmes  limites , 
dont  la  différence  peut  devenir  plus  petite 
qu'aucune  quantité  assignable,  les  quantités  A 
et  B  sont  égales;  en  effet,  si  elles  étaient 
inégales ,  l'excès  assignable  de  l'une  sur  l'autre 
serait  moindre  que  la  différence  entre  les 
limites  (  Premier  principe)  ;  donc  cette  diffé- 
rence ne  pourrait  jamais  s'abaisser  au-dessous 
de  cet  excès;  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo* 
thèse;  donc,  etc. 

i44-  ^^  proportionnalité  des  arcs  et  des 
angles  fournit  une  nouvelle  mesure  pour  les 
angles  plus  commode  que  celle  qu'on  a  indi* 
quee ,  et  c'est  aussi  la  seule  en  usace.  Yoici 
en  quoi  elle  consiste  :  on  conçoit  le  cadran 
partagé  en  90  arcs  égaux  ;  chacun  se  nomme 
un  degré  ;  chaque  degré  est  divisé  en  60  arcs 
égaux  ;  chacun  se  nomme  une  minute,  et  la  mi- 
nute est  divisée  en  60  arcs  égaux  ou  en  605e- 
condes  ;  la  seconde  est  divisée  en  60  tierces  ; 
la  tierce  en  60  quartes ,  et  ainsi  de  suite  eu 
continuant  la  division  sexagésimale  ou  par 
60;  et  pour  désigner  un  ande,  il  suffit 
d'énoncer  le  nombre  de  degrés  ,  minutes, 
secondes ,  que  renferme  l'arc  compris  entre  ses 
côtés ,  et  décrit  de  son  sommet  comme  cen- 
tre. Cette  désignation  suffit  pour  connaîti^ 
le   rapport   entre    l'angle   et    l'angle    dro'^ 

5* 
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Soit ,  par  exepipie ,  Tanale  BON  de  3q  de- 
grés,* cela  veut  gire  que  lare  BN  contient  Sp 
Farties  éf^ales ,  dont  Je  cadian  contient  90  ; 
angle  BON  est  donc  à  l'angle  droit  comnae 
3o  :  90;  ainsi  cet  ar^gleestle  7  de  Taugle  droit; 
si  Tangle  BON  est  de  20  degrés  47  minutes , 
on  aura  l'^^ugle  PON  est  à  Vang)e  drciit  comme 

^5,  On  9  adopté  les  signes  ^uiv^ns.»  qH'oi;^ 
place  à  droite  9u-c]e^us  de^  nombres.,  fonv 
^ODoer  dqf  deg^^s  »  mniii^  »  seçQu^dçp  ^ 

Degrés  ». 

A|iiiut^\ 

Secondes'^. 

TVrces  "'. 

Qviavtes  '^^ 

QiÛQtes  ^ ,  r^'evEie^it  usitéMu 

Ainsi,  27*"  24'  o"  23'",  signifie  ua  are  de 
%n  degrés  a4  minute»,  point  d»  seoon4«s  et 
s3  tierces. 

146.  ('  Fi^,  28.  )  L^angle  obtus  MOB  a  pour 
mesure  l^'arc  BGM,  plus  grand  que  90*;  sup- 
posons que  ^e  rayon  OM  tournant  aut<>iir  au 
éentre  O",  s'éloigne  de  plus  en  phs  du  rayon 
OB,  quand  le  rayon  mobile  seva*  arrivé  en  OA, 
il  aura  décrit  la  demi-ctrconfërence  ou  180»; 
il  fera  alors  avec  le  rayon  OB  un  angle  de  i8o° , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  la  droUe  OA  est 
alors  le  prolongement  de  la  dioite  OB. 

Lorsqueie  rayon  est  parvenu  enOQ,  Pangle 
BOQ  aura  pour  mesure  Tare  BGMAQ ,  plus 
grand  que  180*^;  en  désignant  Tangle  BOQ, 
On  ne  peut  savoir  s'il  s'agit  de  celui  qui  inter- 
cepte 1  arc  BGMAQ  ou  de  celui  qui  intercepte 
l'arc  QDB  :  mais  l'énoncé  de  sa  mesure  tait 


DE   GiOMé^RIE.  '  55 

clispar£ilt|!e  cette  ambiguïté;  en  dlsi^nt^  par 
exemple,  un  angle  BOQ  de  190^9  on  saH  qu'il 
s'agit  de  celui  qui  est  plus  ^rand  que  deii^ 
angles  dro^s  ;  parvenu  en  OD  »  Tare  BGAD  et 
Tangle  c^ui  jf  cor^respond,  renfei^ieut  ^jçf^i 
ain4  deux  droites  qui  font  entre  eUeë  un 
angle  de  270**,  sont  perpendiculaire  l'une  ^ 
Fautre  ,  comme  lorsqu'elles  forment  un  acugle 
de  00°  ;  mais  les  perpf  pdioulairea  OC  »  ÔD 
£onidîvig4es  çn  sens  opposé^.  Enfin,  Iqrsiquç 
le  rayon  mobile  est  de  retour  en  OJ^»  il  4 
décrit  toute  la  circonféirencç  ou  2i6<f  ^  dcmç 
deux  droites ,  qui  fo^^ment  entre  elles  un  angle 
de  36o*^ ,  sont  couchées  Tune  sur  l'^^tre  con;ti;ne 
lorsqu'elles  forment  un  angle  nuU 

Le  D;ipuvement  peut  encoi'e  se  continuer, 
et  on  compi*end  ce  qu'il  faut  entendre  par  des 
angles  011  des  arcs  plus  grands  que  216^*^1,  etc. 
Ainsi  l'aiguille  des  iininutes  décrit  SMV  leçadrap 
d'ane  montre  7^0°  en  deux  heures, 

147-  On  a  donné  le  nom  d^  compléniens 
additifs  à  deux  angles  BOJV»  NOQ  qu  arc» 
BN ,  !NC ,  dont  la  somme  est  é^ale  à  u^  ^ngle 
droit  ou  à  90°  {  et  celui  de  cos^pJémens  ^us- 
tractifs  à  deux  angles  MOB,  MQÇ  W  à  deux 
aies  MGJB  ^  MC ,  dont  la  différence  ç$t  égaiç 
i9o^ 

Soît,    par   exemple,  l'arc  BNssiîo'*;  il  a 
pour  complément  additif  70°,  et  pour  complé- 
ment soustractif  1 10°  ;  car  ao-}"  7^  =^  90 
et  iio  —  2o=ga. 

Ainsi  un  angle  aigu  a  pour  complémeut  ad- 
ditif un  angle  aigu,  et  un  angle  obtus  pour 
compiéraent  soustractif;  un  angle  obtus  n'a 
pas  de  complément  additif,  et  son  complément 
Ipustrsiçtif  eçt  un  angle  aigu. 
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14B.  On  nomme  suppiémens  additifs  deux 
arcs  MOB,  AOM ,  dont  Ja  somme  est  égale  à 
deux  an^^les  droits  ou  à  180°:  et  siipplémens 
soustractifs  deux  arcs  QACB ,  QA ,  dont  la 
diff'érence  est  égale  à  180°.  Soit  MBO  =  120°, 
il  aura  pour  supplément  additif  60°,  car  60  + 
120=  180;  et  3oo  pour  supplément  sous* 
tractif,  car  3oo —  120=  180. 

149.  (J^ig-  28.)  On   nomme  arcs  concen- 
triques ceux  qui,  comme  FGH,  AQD,   sont 
décrits  du  même  centre  0 ,  avec  des  rayons 
OF,  OA   difFérens.  D'après  ce  qui  a   été  dé- 
montré ci-dessus  (i4o>  i4'  )i  ^'  ^st  évident 
Ïtie  l'arc  FG  est  contenu  dans   son  cadran 
GH  autant  de  fois  que  Tare  AQ  est  contenu 
dans  son  cadran  AQD  ;  ainsi  les  arcs  AQ  et  FG, 
quoique  de  longueurs  inégales ,  renferment  le 
même  nombre  de  degrés  et  parties  de  degré  ; 
mais  les  degrés  de  AQ  sont  plus  grands  que 
ceux  de  FQ.  On  nomme  arcs  semblables  deux 
arcs  de  longueurs  différentes,  qui  compren- 
nent le  même  nombre  de  degrés  :  nous  ver- 
rons ci-après  la  raison  de  cette  dénomination. 
i5o.  Il  est  facile  maintenant  de  convertir 
en  degrés  et  parties  de  degré  les   quantités 
exprimées  en  angles  droits;  ainsi  on  dira  que 
la  somme  des  trois   angles  d'un  triangle  est 
égale  à  j8o";  que  dans  un  triangle  équilatétal  , 
chaque  angle  vaut  60"^  que  dans  un  triangle 
rectangle,  la  somme  des  angles  aigus  vaut  90°  ; 
que  dans  un  triangle  rectangle  isocèle ,  chaque 
angle  aigu  4^''>   etc.;  on  a  calculé  de  cette 
manière  la  seconde  colonne  du  tableau  (102). 
lôi.  Lors  de  l'établissement  du  système  mé- 
trique ,  on  a  introduit  la  division  décimale 
dans  Içs  arcs  et  les  angles.  Ainsi  on  a  divisé  le 


l 


DE   GÉOMÉTRIE.  57 

cadran  en  loo  parties  égales ,  nommées  grades; 
le  gracie  en  loo  parties  égales  ,  nommées  mi- 
nutes ;  la  minute  en  100  secondes  ,  etc. 

100  grades  équivalent  à  90  degrés,  ou  10 
rades  a  9  degrés  ;  il  est  aisé  de  les  convertir 
es  uns  dans  les  autres.  (  Voir  la  table  6  à  la 
fin  du  volume.)  Nous  ferons  toujours  usage 
de  l'ancienne  division  en  degrés. 

iSa.  {Fig*  29.)  On  trouve  dans  les  étuis  de 
mathématiques  un  insti  ument  nommé  rappor- 
leur;  c'est  un  demi-cercle ,  dont  la  circonfé- 
rence est  divisée  en  degrés;  il  sert  à  mesurer 
ou  à  faire  des  angles  donnés  sur  le  papier. 
A  cet  effet,  on  place  le  centre  0  sur  le  som- 
met ,  et  le  diamètre  sur  un  des  côtés  de  l'an- 
gle ;  la  direction  du  second  côté  indiquera  sur 
l'instrument  le  nombre  de  degrés  interceptés 
par  l'angle,  et  par  conséquent  sa  mesure. 

i53.  (i^/g*.  3o.  )  Le  graphonietre  est  un  in- 
strument qui  sert  à  mesurer  des  angles  sur  le 
terrain  ;  c'est  un  rapporteur  sur  àe  pi  us  grandes 
dimensions.  Le  disque  est  en  cuivre ,  et  on 

Êeut  le  fixer  à  l'aide  d'une  vis  O  sur  le  pied 
^EF  ;  il  a  un  diamètre  fixe  COD ,  et  un  dia- 
mètre ou  règle  LOM ,  mobile  autour  du  cen- 
tre O  ;  les  diamètres  portent  à  leurs  quatre 
extrémités  des  pinnules  ou  visières;  et  souvent 
la  règle  mobile  est  garnie  d'une  lunette.  Sup- 
posons qu'il  s'agisse  de  mesurer  l'angle  BOA , 
que  formeraient  deux  droites  qu'on  imagine- 
rait tirées  des  objets  B  et  A ,  vers  l'objet  0 , 
on  place  l'instrument  de  manière  que  son  cen- 
tre soit  en  0;  on  fait  tourner  le  disque  autour 
de  la  noix  du  pied ,  jusqu'à  ce  que  la  règle 
fixe  soit  dirigée  vers  A;  on  s'en  assure  en  vi- 
sant par  les  pinnules  C  et  D.  Cela  fait,  or 
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vîsç  par  la  règle  mobile  ,  et  on  la  tourne  jus- 

cju'à  ce  qu'on  aperçoive  l'objet  B  ;  et  Tare  DM 

intercepté   sur  le  disque   sera  la  ine^ure  d^ 

l'angle. 

^rçs  interceptés  par  des  droites ,  0\i  angle^ 
CQn^\dérési  dam  le  cercle^ 

i54*  Nous  venons  de  voiv  que  Iqriqu'm)  arc 
intercepté  par  les  côtés  d'un  angle  à  le  som- 
met pour  centre,  cet  arc  est  la  mesure  de 
l'angle  ;  mais  si  le  sommet  n*est  pas  le  centre^ 
cet  arc  seul  ne  peut  plus  servir  ,  généralement 
parlant ,  à  mesurer  l'arc.  Il  faut  alors  décrire 
toute  la  circonférence,  prendre  ensemble  les 
deux  arcs  interceptés  par  les  angles  opposés 
au  sommet.  Nous  allons  commencer  par  le 
cas  où  l'un  des  arcs  interceptés  est  nul  i  ce 
qui  a  lieu  lorsque  la  circonférence  passe  par 
le  sommet  de  l'angle  {^g*  3i  ).  Soit  BAC  un 
angle  formé  par  deux  cordes  BA  ,  CA,  et  ayant 
son  sommet  sur  la  circonférence  ;  en  menant 
du  centre  0  les  deux  rayons  OB ,  OC,  l'angle 
BOG  est  double  de  l'angle  pAC;  en  effet,  menant 
le  diamètre  AOD,  l'angle  extérieur  BOD  est  le 
double  de  Tangle  A  du  triangle  jsoscèle  CAO 
(67  )  ;  par  la  même  raison  Fangle  DOC  es( 
double  de  l'angle  OAC;  donc  la  somme  des 
deqx  angles  BOD  et  DOC  ou  l'angle  BOC  est 
double  de  la  somme  des  deux  angles  BAO  et 
OAO  6u  de  l'angle  B^Cj  or,  l'angle  BOC, 
formé  par  deux  rayons ,  a  pour  mesure  i'arç 
BC  ;  donc  l'angle  BAC^  forme  par  deux  cordes , 
a  pour  mesure  \aL  moitié  de  l'arc  compris  entre 
ses  côtés  ;  c'est-à-dire  cet  angle  est  contenu 
dans  ui^  angle  droit  ai^tant  de  fois  que.  la  mpi- 
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tié  àe  i'ëiSi;  est  (iobtenu  dans  le  cadran.  Si  le 
dtainètre  AOD ,  au  lieu  d'être  entre  les  deux 
cordes  ,  le^  laisse  d'un  niéme  côté  ^  comme 
lorsqu'il  s'agit  deJ'àiigle  BâC',  le  raisonnement 
et  la  condlusiob  restent  les  mém^s.  L'angle 
BOC  9  au  lieu  d^étre  la  somme  des  deux  an- 
gles^ eli  eû  la  différence. 

i55.  Où  iiômine  angle  inscrit  celui  qui  a  son 
SQinmet  stlr  la  circonférence  :  ainsi  la  proposi- 
tion précédente  revient  à  celle-ci  :  toui  angle 
inscHt  à  pour  mêsUre  la  moitié  âe  tare  inter* 
eepîé  éntN  iés  àôtés;  on  en  conclut  : 

i^  Tout  angle  aigu  inscrit  intercepte  un 
ai-c  moindre  qu  Une  aemi-cii*conrérence ,  et  ré- 
ciproquement. 

1^  Tout  angle  obtiis  inscrit  intercepte  uu 
are  plus  gfând  qii'Une  aemi-circonférence ,  et 
réciproquement. 

ir  Tout  afaglé  drbit  inscrit  intercepte  ua 
arc  ëgal  à  la  aenii-circonférence ,  et  récipro- 
quement. 

4**  L'angle  BâN,  formé  par  une  corde  et  le 
proloDgeâënt  d'une  corde ,  à  pour  mesure  la 
moitié  des  arcs  UA  et  AC  que  sous-tendent 
les  deul  (^oi'dès. 

5®  Dans  la  même  citconferènce  tous  les  aUgtes 
inscrits  t)AC,  fi£C,  qui  iilterceptent  le  Dieme 
arc  BDG ,  sont  égaux  entre  eux. 

i56.  La  droite  AB  restant  fixe,  supposons 
que  la  îjorde  AC  tourne  autour  du  sommet  A^ 
jusqu'à  t;e  qu'elle  devienne  tangente  en  A  ; 
alors  l'angle  MAfi ,  formé  par  une  tangente 
et  une  corde,  a  encore  pour  mesure  la  moitié 
de  l'arc  intercepté  ACB. 

En  effet,  l'angle  DAIVI  est  droit  (127),  il  a 
donc  poui*  tilesure  la  moitié  de  la  demi-circon- 
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férence  ACD  ;  l'angle  insci'it  BAD  à  pour  me* 
sure  la  moitié  de  BD;  donc  l'angle  BAM, 
somme  des  deux  angles  BAD  et  DAM ,  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  ACB. 

157.  {Fig.  32.)  Soit  le  sommet  A  de  Fangle 
BAG  dans  Tintérieur  de  la  circonférence  ; 
menons  là  corde  CD;  Tangle  BAG  extérieur 
au  triangle  ACD  est  égal  à  la  somme  des  deux 
angles  intérieurs  opposés  C  et  D  ;  or ,  l'angle 
G,  inscrit  à  la  circonférence,  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  intercepté  DE  (  i55)  ;  et  par 
la  même  raison  l'angle  1)  a  pour  mesure  là 
moitié  de  l'arc  BNC;  donc  l'angle  BAC  a  pour 
mesure  la  demi-somme  des  deux  arcs  inter- 
ceptés DE ,  BNC. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  EAB 
a  pour  mesure  la  moitié  de  la  somme  aes  deux 
arcs  BE,  CD. 

Si  les  deux  arcs  BE ,  CD,  sont  égaux ,  Fangle 
BAE  a  évidemment  pour  mesure  l'arc  inter- 
cepté BE;  donc  lorsqu'un  angle  a  pour  mesuic 
l'arc  intercepté ,  il  n  est  pas  nécessaire  qu'il  ait 
son  sommet  au  centre;  il  suffit  que  les  arcs 
interceptés  par  les  angles  opposés  au  sommet 
soient  égaux  ;  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque 
l'angle  est  au  centre. 

i58.  {Fig.  32.)  Soit  le  sommet  A'  de 
l'angle  BA'C  hors  de  la  circonférence;  dans  le 
triangle  BA'D ,  Tangle  intérieur  A'  est  égal  à 
l'extérieur  BDG  moins  l'autre  angle  intérieur 
A'BD  ;  or ,  l'angle  BDC  a  pour  mesure  la  moi- 
tié de  l'arc  BNC,  et  l'angle  A'BD,  la  moirié 
de  l'arc  DE  ;  donc  l'angle  A'  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  BNC  moins  la  moitié  de 
l'arc  DE. 

L'arc  BNC  présente  sa  face  intérieure  ou 
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concave  à  un  spectateur  qui  serait  placé  en  A' , 
tandis  que  Tare  DE  lui  présente  sa  face  exté> 
rieure  ou  convexe  ;  on  peut  donc  dire  quun 
angle  extérieur  à  la  circonférence ,  ou  formé 
par  deux  sécantes ,  a  pour  mesure  la  moitié  de 
rare  concave  moins  la  moitié  de  tare  convexe. 

Moins  Tare  convexe  diffère  de  Tare  concave , 
plus  Tangle  A'  est  petit ,  et  plus  le  sommet  A' 
est  éloigné  du  centre.  Lorsque  les  deux  arcs 
deviennent  égaux ,  l'angle  A'  est  nul ,  le  sommet 
est  situé  à  l'infini  ;  c'est  qu'alors  les  deux  côtés 
de  l'angle  deviennent  parallèles  (58). 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'angle  formé  par  la 
sécante  A'EB  et  la  tangente  A^ ,  a  aussi  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  concave  BNM  moins 
l'arc  convexe  BEM. 

Lorsque  l'angle  est  formé  par  les  deux  tan- 
gentes AM,  AM',  il  a  pour  mesure  la  moitié 
de  l'arc  concave  MJVM'  moins  la  moitié  de 
l'arc  convexe  MM'. 

iSg.  11  suit  de  ce  qui  précède,  que  lors- 
qu'un angle  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
intercepté  entre  ses  côtés ,  il  faut  que  la  circon- 
férence passe  par  le  sommet  de  l'angle  ;  car  si 
ce  sommet  était  dans  l'intérieur  ou  nors  de  la 
circonférence ,  cet  angle  aurait  pour  mesure 

f)lus  que  la  moitié^  ou  moins  que  la  moitié  de 
'arc  intercepté. 

[Fig,  33.)  De  là  résulte  un  moyen  pratique  de 
trouver  sans  compas  des  points  qui  soient  situés 
sur  une  même  circonférence.  On  a  deux  règles 
BA,  AG,  fixement  jointes  sous  un  angle  quelcon- 
que ;  M  etN  sont  deux  points  fixes  sur  lesquels 
glissent  les  deux  règles,  de  sorteque  M  ne  quitte 
jamais  la  branche  AB ,  ni  N  la  branche  AG  ; 

alors  les  sommets  A  >  A',  A",  dans  leurs  dif^î^- 
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rentes  positions ,  seront  toujours  sur  la  même 
circonférence ,  passant  par  les  points  fixes  M 
et  N  *  et  le  sommet  décrira  un  arc  double  du 
supplément  de  l'angle  BA(J. 

Projylemes  sur  les  droites ,  les  angles ,  les 
triangles ,  les  perpendiculaires  »  les  paral- 
lèles ,  et  sur  la  circonférence, 

lÔô.  Oh  dôHiië  lé  nom  deprôbthrhe  à  tdtitë 
(|UestiOh  où  il  s^agit  de  tt*ouver  la  position  dé 
certains  points,  de  certaiheâ  drblteà,  etc..  oti 
les  gi*aHUëtirs  de  certains  àbgle^ ,  dé  cëHaihes 
droites,  à  1  aidé  d'autres  bôihts,  d'autres  droites 
qui  sont  ëbtiiiliés.  Les  données  d'utl  ^roblèiiie 
sont  les  parties  qui  sont  cohntiés  ;  du  tiomnie 
càhsthUétiôns ,  lès  opérations  qu'il  ^ui  faire  (les 
ligtiës  qu'il  faiUt  tit'etS  etb.)  t)Our  parvenir  à 
découvrit*  les  partiel  inbohrïues  ;  Tëfi^emble  des 
opérations  forme  la  solution  db  problème.  Cette 
solution  porté  le  nom  dé  solutiôh  géométrique , 
lorsqu'on  ne  se  sert  que  dé  déiit  instrumens , 
la  règle  et  le  cotnpas  :  lorsqu'on  se  sert  d'àutreâ 
instruilieii^ ,  la  Solution  est  dite  fHécafiiqUe, 
Oatis  tout  ce  qui  suit,  nous  ti'admettfonâ 
qUé  leà  sôlutiofas  géométriques  ;  on  he  se  servira 
ni  d'éqùërrè,  ni  dé  rapporteur,  etc.,  et  nous 
nous  dispenserons  de  donner  les  figures  lors- 

Su'elles  ne  seront  pas  nécessaires  pour  la  clarté 
u  discou^$. 
i6i.  Pboblème  I.  Trouver  iin  point  qui  soit 
éloigné  d'un  point  donné ,  d'une  distance  don- 
née? 

Solution.  Prenez  une  ouverture  de  compas 
égale  à  la  distance  donnée  ;  ayant  posé  une 
pointe  du  compas  sur  le  point  donné  «  qq 
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décrira  ^De  circooférence  avec  l'autre  pointe  ; 
tous  les  points  de  la  circonférence  satisfont  à 
la  question. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre 
est  dit  indéterminé ,  parce  qu'il  admet  une  in- 
finité de  sol  ut  ions ,  et  qu  il  ne  faut  pas  se  déter- 
miner plutôt  pour  un  point  delà  circonfjéreqc^ 
que  pour  tout  autre. 

On  nomme  lieu  géométrique  du  point  cher- 
ché ,  ou  simplement  lieu ,  la  ligne  qui  renferme 
tous  les  points  qui  satisfont  à  un  problème  in- 
déterminé \  ainsi ,  dans  le  cas  actuel ,  la  cir- 
conférence ^st  le  /l'en  du  point  cherché. 

Les  points  situés  hors  du  lieu  ne  satisfont 
pas  au  problème. 

i6a.  (jP/^.  26.)  PaoBLÈME  II.  Trouver  un 

{>oint  K  qui  soit  éloigné  du  point  donné  A  de 
a  distance  donnée  AK«  et  du  point  B  de  la 
distance  donnée  BK  ? 

Solution.  Bu  point  B ,  comme  centre,  et  avec 
une  ouverture  de  compas  égale  à  BK  ,  on  dé- 
crit la  circonférence  KLN  \  le  point  cherché 
devra  se  trouver  sur  cette  ligne.  Du  point  A , 
comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  à  AK,  on 
décrit  une  circonférence  KLM ,  qui  devra  aussi 
contenir  le  point  cherché  \  il  sera  donc  aux  in- 
terjections K  et  L  des  deux  circonférences. 

Le  problème  est  dit  déterminé  ;  il  n'admet 
que  deux  solutions. 

La  droite  KL ,  qui  réunit  les  deux  points  ^ 
est  divisée  en  deux  parties  égales  par  la  droite 
âB  ;  on  dit  ;^Iors  que  les  deux  points  K  et  L 
sont  placés  symétriquement  par  rapport  à  U 
droite  AB  ;  et  la  solution  donne  deux  points 
symétriques  \i?LV  rapport  à  la  droite  donnée  AB. 

Le  même  problème  sert  aussi  à  cqi^truire  le 
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triangle  dont  les  trois  côtés  AB  ,  BK ,  KL,  sont 
donnés  ;  et  pour  que  le  problème  soit  possible  , 
il  faut  qu'un  côté  quelconque  soit  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres ,  et  plus  grand 
que  leur  différence  (69).  Lorsque  les  trois 
œté^  sont  égaux ,  le  triangle  construit  est  équi- 
latéral. 

i63.  {Fig,  34.)  PROBLÈME  in.  Trouver  un 
point  également  éloigné  des  tleux  points 
donnés  A  et  B  ? 

Solution,  Du  point  A,  comme  centre,  avec 
une  ouverture  de  compas  plus  grande  que 
la  moitié  de  la  distance  AB,  décrivez  une 
circonférence;  du  point  B ,  comme  centre, 
et  avec  la  même  ouverture  de  compas ,  dé- 
crivez une  seconde  circonférence ,  qui  coupera 
la  première  en  deux  points  C  et  D  symétriques, 
par  rapport  à  la  droite  AB  ;  joignez  C  et  O 
par  une  droite ,  tous  les  points  de  cette  droite 
seront  également  éloignés  des  extrémités  A 
et  B  (77),  et  satisfont  au  problème  ;  et  à  la 
droite  CD  est  le  lieu  géométrique  du  point 
cherché. 

Sans  connaître  la  moitié  de  AB ,  on  peut 
trouver  une  distance  plus  grande  ;  il  suffit  de 
prendre  cette  distance  égale  à  la  ligne  entière. 

La  droite  CD  est  perpendiculaire  sur  AlB  , 
en  I  milieu  de  cette  droite  (77). 

Ces  trois  solutions  n'exigent  que  l'emploi 
du  compas ,  sans  avoir  besoin  de  recourir  à 
la  règle. 

164.  [Fig.  34.  )  Pboblême  IV.  Etant  donnés 
deux  points  C  et  D ,  trouver  un  point  N 
situé  sur  la  direction  de  CD ,  sans  employer 
la  règle  ,  et  par  conséquent  sans  tirer  la 
droite  CD? 
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Solution.  Cherchez  deux  points  Oet  O' éga- 
lement éloignés  de  C  et  D  (i63)  ;  cherchez  un 
point  N  également  éloigné  de  O  et  O'  ;  ce 
point  N  sera  celui  qui  est  demandé  (79]  ;  et 
on  peut  en  trouver  tant  d'autres  qu'on 
vouara.  ^ 

i65.  (Fig.  34)  Problème  Y.  Etant  donnée 
une  longueur  AB,  trouver  le  point  milieu  I  ? 

Solution  La  même  qu'au  problème  III; 
mais  cette  solution  exige  qu'on  mène  la  droite 
CD,  et  par  conséquent  nécessite  l'emploi  de 
la  règle.  On  peut  aonc  diviser  une  droite  ,  en 
2,  en  4 >  en  8  parties  égales,  et  en  général  en 
un  nombre  de  parties  égales  exprimé  par  une 
puissance  de  2  ;  on  peut  donc  aussi ,  sur  une 
droite  AB ,  comme  diamètre ,  décrire  une 
circonférence  ;  le  milieu  de  cette  droite  en  sera 
le  centre. 

La  même  solution  est  encore  applicable , 
lorsqu'il  s'agit  d'élever  une  perpendiculaire 
sur  le  niilieu  inconnu  d'une  droite. 

166.  (  Fig.  34  )  Pboblème  VI.  Par  un  point 
quelconque  I  de  la  droite  AC ,  élever  une 
perpendiculaire  sur  cette  droite  ? 

Solution.  A  partir  du  point  I ,  prenez  sur  la 
droite  AE  deux  distances  égales  10,  et  lO'  ; 
cherchez  un  point  N  également  éloigné  de  O  et 
de  O' ;  la  droite  NI  est  la  perpendiculaire  de- 
mandée :  les  mêmes  opérations  servent  à  faire 
an  point  I  un  angle  droit  EIN. 

167.  Problème  YII.  D'un  point  N  situé 
hors  de  la  droite  AC  ,  abaisser  une  perpendi- 
culaire sur  cette  droite  {/ig.  3^)? 

Solution,  Posez  une  pointe  du  compas  sur 
N  ,  et  ouvrez  le  compas  ,  de  sorte  que  l'autre 
pointe  soit  au-dessous   de   la  droite  AG,  et 
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^«lA.  ^rti^^k^^*  ^^  prenant  le  supplément 

.K      F(g^    35.)   Problème    XII.    Diviser 

\«t^It^  |^\G  en  deux  parties  égales? 

.SÔluùon.  Du  sommet  A,  comme  centre,  et 
s.l^ui)  r^OQ  arbitraire ,  décrivez  Tare  BG  ; 
aùy^issj^  du  point  A,  sur  la  corde  BG ,  la  per- 
peiidiculaii'e  AN  ;  elle  divisera  la  corde ,  r  arc 
et  TaDgie  en  deux  parties  égales  (i23). 

Le  ttiéme  problème  sert  aussi  à  diviser  un 
aix^  en  deux  parties  égales. 

On  sait  donc  diviser  un  angle  ou  un  arc  , 
en4«  ^^  ^»  ^^  '^  parties  égales,  et  en  général 
en  un  nombre  entier  de  parties  égales ,  désigné 
par  une  puissance  de  a  ;  or,  on  sait  construire 
un  angle  droit  ou  de  90^,  on  sait  donc  aussi 
construire  les  angles  qui  suivent  : 


go*. 

i5^ 

22»  3o'. 
Il»  i5'. 

5*  37'  3o". 

a»  48'  45". 

10  a4'  22"  3o'". 

o^  42'  ii"ii5'",  etc. 

En  construisant  un  triangle  équilatéral 
(162),  on  se  procure  un  angle  de  60*  ;  donc  on 
peut  trouver  géométriquement  les  angles  de 

6o«. 
3o*». 
j5\ 
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3o'. 


3»  45'. 

i»  5a'  3o". 

o»  56'  i5". 
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La  différence  entre  les  deux  arcs  i"24'a^" 
3o'",  et  o"  56'  i5',  est  de  28'  7"  3o'";  cet  arc 
ne  diffère  pas  de  deux  minutes  de  Tare  d'un 
demi-dei^ré. 

173.  [JF'îff'  36.)  Problème  XIII.  Par  le 
point  donne  fi,  mener  une  droite  parallèle*  à 
la  droite  donnée  ML? 

Solution.  D'un  point  A,  comme  centre , 
pris  arbitrairement  sur  N  L,  décrivez  du  rayon 
AB  l'arc  BG  ;  du  point  donné  B,  comme  cen- 
tre, et  du  même  rayon  BA,  décrivez  l'arc  in- 
défini ABK  ;  portez  la  corde  CB  de  A  eu  D, 
tirez  DBM ,  elle  sera  la  parallèle  demandée  ; 
car  les  angles  alternes-internes  BAC,  ABD 
sont  égaux  (5 1). 

Une  quelconque  des  propriétés  énoncées 
(5i)  peut  servir  à  résoudre  le  problème. 

174.  {Fi'g  25.)  Problème  XIV.  Trouver 
un  point  O  également  éloigné  de  trois  points 
donnés  A,  B,  £  ? 

Solution.  Menez  les  droites  AB ,  AE ,  et 
les  perpendiculaires  MOD,  QOG,  sur  les 
milieux  de  ces  droites;  le  point  cherché  de- 
vant se  trouver  en  même  temps  sur  les  deux 
perpendiculaires»  sera  au  point  O  de  leur 
intersection  ;  pourvu  que  les  trois  points  ne 
soient  pas  sur  la  même  droite ,  cette  intersec- 
tion aura  toujours  lieu  (53). 

La  même  construction  sert  donc  aussi  à  faire 
passer  Hine  circonférence  EABCE  par  trois 
points  donnés,  ou  parles  trois  sommets  d'un 
triangle  ABE  ;  on  appelle  cette  dernière  opé- 
ration,  circonscrire  une  circonférence  à  un 
triangle,  et  on  nomme  improprement  centre 
du  triangle»  le  centre  de  la  circonférence  cir* 
'consente. 
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Lorsque  le  triangle  est  acutangle  »  son  cen- 
tre est  dans  l'intérieur  du  triangle  \ 

Rectangle,  ^on  c^ptre  est  sur  le  milieu  de 
l'hypothénuse  ; 

Obius^Mle  >  If^  (centre  est  hor«  du  trîai^le 

Plus  Tangle  devient  obtus,  plus  le  centre 
s'éloigne,  et  plus  )e  rayqn  grandit;  de  #orte 
q^e ,  lorsque  l^ngle  est  presque  ^al  fi  d^u^ 
angles  di'oits ,  alors  les  trois  points,  sopt  pre*^** 
qMe  ep  |igpe  droite ,  Iç  centre  est  à  l'iqfini  ^ 
et  Iç  rayon  est  infinirpept  grand  '  ^'^^^  ^  9MI 
fait  dire  qu'une  droite  est  une  circonférence 
dont  le  centre  est  à  l'inffni ,  et  dont  le  rayon 
est  infini  :  c'est  une  locution  elliptique  pour 
exprimer  l'idée  de  limite. 

Ls^  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
J!£  passe  aussi  par  le  point  O  ;  donc  les  trois 
perpendiculaires  élevées  respectivement  sur 
les  milieux  des  cotés  dun  triangle ,  se  rencon- 
frent  en  un  même  points  qui  est  le  centre  du 
triangle- 

175.  P&OBLÈMB  XV.  {Fig.  37.  )  Par  un 
point  donné  I  sur  une  circonférence  LIBL, 
mener  une  tangente  à  cette  circonférence  ? 

Sohtéioin.  A  l'extrémité  I  du  rayon  GI ,  qui 
passe  par  le  point  I,  élevés  une  perpendicu- 
laire KIT;  elle  sera   la  tangeqte  demandée 

fia?)- 

176.  Problème  XVI.  (Fig.  37.)  Étant 
donhés  les  deux  points  fi  et  I,  trouver  un  troi- 
sième point  L ,  tel  qu'en  menant  les  droites 
IB,  LT,  l'angle  BLI  soit  égal  à  l^ansle  donné 

KIV?  t^  « 

Solution.  Sur  le  milieu  Bl  élevez  la  perpeu- 
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diculaire  SX;  au  point  I  élevez  linè  perpen- 
iiculaire  à  la  droite  donnée  IK  ;  elle  rencon- 
trera SI  en  un  point  C  (53);  de  ce  point 
comme  centre  et  du  rayon  CI  décrivez  une 
circonférence;  elle  sera  tangente  à  la  droite 
TJK  et  passera  par  le  point  fi;  chaqu^e  point 
de  rangleELSIsatisfaità  la  question.  En  effet, 
soit  L  un  point  de  cet  arc  »  l  angle  inscrit  BLI 
a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BXI  (iSSVj 
mais  telle  est  aussi  la  mesure  de  l'angle  BIT 
formé  par  une  corde  çt  une  tangente;  donc 
l'angle  fiLt  est  égal  à  l'angle  filT,  et  pat*  con- 
séquent à  l'opposé  au  sommet  ElV  ;  ainsi  l'arc 
BLSI  est  le  lieu  géométrique  du  point  chercné, 
et  il  n'y  a  donc  qu^une  certaine  portioii  dé  la 
circonférence  qiii  réponde  à  la  question.  Si 
Fan^^le  donné  était  égal  à  BIK,  adjacent  à 
Kly,  là  construction  serait  la  même  ;  mais  ce 
serait  l'arc  BXI  qui  serait  le  lieu  géométrique 
du  point  cherché.  La  circonférence  entière 
répond  au  problème,  si  on  l'énonce  ainsi  : 
Trouver  un  point  tel  qu'en  le  joignant  par 
des  droites  à  deux  pdints  .donhes,  l'angle 
forme  par  ces  droite;»  soit  égal  à  un  angle; 
donne  ou  à  &on  siippiément. 

Faisons  tourner  la  ciroonférence  autoui*  de 
la  corde  Bl ,  de  manière  qu'elle  prenne  iâ  po- 
sition inverse  BL'  S'I,  il  est  évident  que  tous 
les  points  de   l'arc  BLl  repondent  aussi  au 

Î)roblème  s'il  s'agit  de  1  angl^  aigu  KIY ;  donc 
es  deux  arcs  BLSI«  BL'^Si  sont  les  lieux  géo- 
métriques du  point  ;  les  points  de  ces  arcs  sont 
placés  symétriquement  par  rapport  à  la  corde 

La  même  .construction  sert  à  décrire,  sur 
UDe  droite  doatiée  hl ,  iin  arc  tel  que  tout 
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les  angles  inscrits  soient  égaux  à  un  angle 
donné ,  ou ,  comme  il  est  dans  l'usage  de 
s'exprimer,  un  arc  qui  soit  capable  d'un  angle 
donné. 

L'arc  capable  d'un  angl  aigu  est  plus  grand 
qu'une  demi-circonférence. 

Varc  capable  d'un  angle  droit  est  égal  à 
une  demi -circonférence. 

L'arc  capable  d'un  angle  obtus  est  plus 
petit  qu'une  demi-circonference. 

Si  donc  Fangle  donné  KIY  est  droit,  le 
problème  se  réouit  à  décrire  une  circonférence 
sur  Bl  comme  diamètre. 

Le  problème  XYI  est  encore  identique  à 
celui-ci  :  En  quel  point  faut-il  être  placé  pour 
voir  la  droite  BI  sous  un  angle  donné  ÉLI , 
BI  pouvant  représenter  la  façade  d'un  édifice? 
Ainsi ,  il  y  a  une  infinité  de  positions;  il  y  en 
a  deux  S  et  S',  où  le  spectateur  est  le  plus 
éloigné  de  l'objet  ;  mais ,  en  restant  sur  Parc 
BLSI  y  il  peut  s'approcher  de  l'objet ,  et  le 
voir  toujours  sous  le  même  angle  ;  pour  chan- 
ger d'angle ,  il  faut  qu'il  quitte  l'arc  ;  en  en* 
trant  dans  l'intérieur,  l'angle  augmente;  en 
sortant  de  la  circonférence ,  l'angle  diminue 

(i59). 

iny.  Problême  XYII.  Etant  données  deux 

droites ,  déterminées  de  longueur ,  trouver 
un  point  tel  qu'en  s'y  plaçant  on  aperçoive 
la  première  droite  sur  un  angle  donné  A, 
et  la  seconde  sous  l'angle  donné  B  ? 

Solution  Sur  la  première  longueur  on  dé- 
crira les  arcs  symétriques  capables  de  l'an- 
gle A ,  et  sur  la  seconde  les  arcs  syméti*iques 
capables  de  l'angle  B  ;  ces  quatre  arcs  pourront 
en  général  se  couper  en  huit  points;  il  y  aura 
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par  conséquent  huit  solutions;  mais,  selon  la 
diversité  oes  positions  et  des  longueurs  des 
di*oites,  des  ouvertures  des  angles,  ces  solu- 
tions peuvent  devenir  moindres  ;  ainsi,  lorsque 
les  deux  angles  sont  droits,  il  n'y  a  jamais  que 
deux  solutions;  dans  la  même  supposition,  il 
ne  reste  plus  qu'une  solution ,  lorsque  les  deux 
longueurs  ont  une  extrémité  commune  :  il  y  a 
aussi  des  cas  où  Je  problème  est  impossible. 

178.  Problème  XYIII.  Etant  donnés  un 
point  et  une  droite  de  longueur  déterminée, 
titMiver  un  point  tel  quen  s'y  plaçant,  un 
spectateur  soit  éloigné  du  point  donné ,  d'une 
distance  donnée  »  et  aperçoive  la  droite  sous 
un  angle  donné? 

Solution,  Bu  point  donné  comme  centre  , 
et  avec  la  distance  donnée  pour  rayon,  décrivez 
une  circonférence  ;  sur  la  droite  donnée  ,  dé- 
crivez les  arcs  symétriques  capables  de  l'angle 
donné  ,  les  intersections  de  la  circonférence 
et  de  l'arc  donneront  des  points  qui  stitisfont 
à  la  question.  11  y  a  en  général  quatre  solu- 
tions :  voici  les  divers  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter : 

Nombres  de 
solotions* 

I®    La  circonférence  coupe  les  deux 
arcs 4- 

2^  La  circonférence  touche  un  ai*c  et 
coupe  Tautre 3. 

3°  La  circonférence  touche  les  deux 
arcs 3. 

^  La  circonférence  touche  un  arc  et 
ne  renconti'C  pas  l'autre.  ..•....!. 

5°  La  cii*conférence  ne  rencontre  ni  l'un  ni 
Taatre  arc  :  solution  impossible. 

'  7 
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fjg.  Remarquons  en  pnncipe,  toutes  les 
fois  que  le  nombre  tocal  des  solutions  d'un 
problème  est  pair ,  il  peut  y  avoir  des  cas  par- 
ticuliers où  le  nombre  des  solutions  décroît 
jusqu'à  devenir  nul ,  et  alors  le  problème  n'a 
pas  de  solution  ;  mais  si  le  nombi^  des  solu- 
tions est  im^pair ,  le  nombre  p^ut  encore  se 
réduire  »  mais  il  ne  devient  pas  nul  ^  on  ne 
peut  démontrer  ce  principe  ffënéral  au'à  Paide 
des  théories  qu'on  doit  au  cakiii  alceDrique  ;  la 
géométrie ,  réduite  à  ses  propres  'i-essources  , 
ne  fournit  pas  même  les  moyens  de  soupçonner 
Feiistenee  de  cette  admirable  propriété  de 
l'espace. 

i8o.  (Fig.  38.)  Problêk&.XIX.  Par  uo 
point  I  situé  hors  de  la  cii^epnfisrenc^  MA^B, 
knemer  imub  tangente  à  la  circooféreqce  ? 

Solution*  Joiigneft  le  eeotiY  G  au  point  I  p^r 
une  droite,  sur  laquelle,  c^uim  diao^tre» 
vous  décrives  la  ciixîooférence  CAIB4J  qui  rea- 
contre  la  circonférence  donnée  »n  deuK  points 
A  et  B{  les  di*oites  lA  *  IB«  spnl  «bacune 
tancente  &  la  circonférence  en  A  et  en  I  {  car 
GAI ,  GBI  sont  des  angles  droits  (  1 55  ). 

ici  lé  nombre  des  solutions  est  pair;  lorsque 
le  point  I  est  sur  la  circonférence,  il  n'y  en  a 
qu'une  ;  lorsqu'il  est  dans  rintérieur,  le  pro- 
blème est  impossible  (  179  ). 

Jt«es  deux  triangles  rectangles  CAI,  t3BI 
étant  égaux  (61  ],  il  s'ensuit  que  les  deux 
tangentes  menées  d'un  même poini«ont égales; 
elles  fout,  avec  la  corde  AB  qui  joint  les 
points  de  contact ,  des  angles  IAB,4BA,  égaux 
entre  eux  (Sg),  et  la  sécante  diamétrale 
MCNI  divise  Tangle  des  tangentes  ea  deux 
parties  égales,  et  est  perpenaiculaire  sur  tu 
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corde   AB)  Tangle  AIB  a  pour  mesure  l'arc 
AM  ,  moins  l'arc  AN. 

Un  spectateur  placé  en  I  verra  la  circonfie'* 
rance  sous  TaQ^^le  AIB;  il  n'ep  apereevra 
que  la  portion  ÂNB,  qu'on  nomme  la  con-^ 
f^exité  du  cercle  vue  dii  point  I  ;  Tautro  partie 
AMB  est  sa  cancai^ité.  Si  1  est  un  point  lii*-" 
mineux ,  il  n'éclairera  qUe  l'arc  convexe  i  l'arc 
concave  sera  dans  l'ombrei  Plus  le  point 
I  s  éloigne  du  centre,  en  restant  toujours 
sur  la  sécante  diamétrale,  et  plus  l'arc  AM 
diminue  et  plus  l'arc  AN  augmente ,  par  con-^. 
séquent,  plus  l'angle  AIB  diminue  et  devient 
aigu)  il  s'évanouit  loi^sque  les  deux  tungentes 
sont  parallèles,  alors  les  points  A  et  B  sont  dia<« 
métralement  opposés  )  ainsi,  plus  on  s^étoigne 
d'un  cercle  «  et  plus  la  partie  vue  devient 
grande  ;    elle  est    toujours   moindre  que   la 

Partie  non  vue ,  et  la  différence  diminue  avec 
éloignement* 

i8i.  PAOBLfiMB  XX.  Mener  à  un  cercle  unç 
tangente^  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée  î 

Solution^  Ou  centre  du  cercle ,  abaissez  un^ 
perpendiculaire  sur  la  droite  donnée;  elle 
coupera  le  cercle  en  deux  points;  par  chacun 
menez  une  tangente)  elle  remplira  les  condi- 
tions du  problème. 

Ainsi,  un  coi'ps  qui  parcourt  une  circuâfe- 
rence  «  prend  dans  ce  mouvement  toutes  les 
directions  imaginables  i  car  la  direction  en 
chaque  poidt  n'est  que  la  tangente  à  la  courbe 
rn  ce  point. 

Quoique  le  nombre  des  solutions  &oit pair^ 
le  problème  est  toujours  possible. 

182.  Problême  XXI.  Mener  une  tangente 
à  une  circonférence ,  qui  fasse  uu  angle  donné 
avec  iitie  droite  donnée  ? 
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deux  eltrëoiités  M*  N,  d*unô  droite^  la  partage 
en  deux  segmens  IM ,  IN ,  dont  la  difiërence 
est  ëgule  à  la  droite)  ces  segmens  sont  dits 
souttractifsi 

Cela  admis,  on  voit  qu'en  prenant  un  point 
sur  UD  diamètre,  lu  deux  segmens  formes  par 
ce  point  sur  le  diamètre,  donnent ^  Tiin  un 
majcimum  »  et  l'a«ti%  ub  iHinimèun^ 

On  bomiiie  dUUnc  d'uh  point  à  une  oit-- 
conférence,  le  plus  court  chemin  pour  aller  a 
cette  circonféreiicé. 

i85.  {Fi^é  39.)  PiOBtliÉiB  XXIV.  Trouver 
utl  poltit  également  distant  de  deux  dixiites 
don  nées  £AB,DÂ.GP 

Solution,  Menet  la  droite  EAM  qui  divise 
Tan^le  BAC ,  et  soh  op{M)6é  aii  somoiet  DAG, 
en  aeux  parties  égales  ;  menez  encore  la  droite 
NAO  qui  diviiè  les  angles  adjecena  eb  deux 
parties  égales;  chaque  t>oint  de  ees  deux 
dl'oites  satisfera  à  la  questldil.  En  effet,  soit 
M  un  de  ces  points  ;  abaissant  les  perpendicu- 
laires MR,  MSi  ofi  formera  deux  triangles 
reclailgieft  MAR|  MAS,  égaux,  comme  ayant 
une  hypothénuse  eemmybe  et  les  angles  égauxç 
donc  les  perpendieuf  ailles  MR,  MB,  sont  égales  f 
les  deux  droites  perpetidiculaii'es  aeat  doos 
les  lieux  géométriques  du  point  cherehe. 

Les  points  non  eitués  sur  ces  droites  ne  sa- 
tisfont point  à  la  question. 

186.  PàoBLÊMB  XXY.  { Fùg,  4».  )  EtaBt 
données  les  trois  droites  LM»  iNO,  !PQ, 
trouver  on  point  I  également  distant  des  irolê 
droites LM,  MO,  PQ? 

Solution*  Partages  les  angles  A ,  B  »  G ,  et 
leurs  adjacens  en  deux  parties  égales,  oa 
obtiendi^  six  droites,  dont  les  intersections 
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satisfont  au  problème.  En  effet,  considérons 
les  deux  droites  CI  et  BI  dans  rintérieur  du 
triaogle  )  abaissons  les  trois  perpendiculaires 
IF,  IG,  IK;  on  aura  IF  =  IG  =  IK  (i85)î 
doncIF ^=  IG  =  IK ;  ainsi  le  point  t  satisfait 
au  problème*  Menons  la  droits  AI  ;  les  deux 
triangles  rectangles  AlF^  AIK,  ay  an  t  rbypotlii« 
nuse  eb  commun  et  les  côtés  IF,  IKiega^ix» 
sont  égaux  4  donc  Tangle  FAIa«:&ÀI|  ainsi 
la  droite  qui  divise  Tangle  A  en  deux  partiof 
égales  passe  aussi  par  le  point  1  :  on  demôntro 
de  méine  que  les  six  droites ,  passant  par  groupe 
de  trois  par  kis  fnéises  points^  ne  donnent 
que  quatre  points  d'inlersectioo  «  dont  uti 
seul  est  dans  l'intérieur  du  triangle ,  les  troia 
autres  R ,  R'>  R",  sont  hors  du  triangle* 

Ce  problèoM  est  identique  à  celui-ci  ;  me* 
ner  Un  cercle  qui  soit  tangent  à  trois  di*oitei 
donoéei,  ear  si  du  point  I  ^omme  centre  ,  et 
du  rayon  IF,  on  deciit  un  cercle,  il  touchera 
les  trois  cotés  du  triangle;  il  eu  est  de  méavi 
du  oercle  décrit  du  centre  R  avec  le  rayoa 
RO  )  on  peut  donc  mener  quatre  cercles  qui 
touche/lt  trois  droites  ^  celui  qui  est  iotérieiur 
se  nomme  cereU  inscrit  au  triangle  ^  et  le 
tiûaDgle  est  dit  circonscrit  au  cercle. 

Il  y  a  en  génét*al  quatre  solutiom  ^  tiombf^ 
pair  (179). 

U  y  a  deui;  .solutions  lorsque  dew  d«a 
droites  sont  ^r<^ll4ies«  et  aucune  ^oîutioa 
lorsque  les  trois  droites  sont  parallèles  ^  loi)squ4 
les  trois  droites  passent  parle  méoie  points  1« 
cercle  se  réduit  à  ce  point. 

187.  Problème  XXYI.  {Fig.  ^i.)  Trouver 
un  point  qui  soit  également  distant  du  point 
donné  F  et  de  la  droite  donnée;LN? 
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Solution.  Abaissez  la  perpendiculaire  FT  ; 
il  est  évident  que  le  point  milieu  A  satisfait 
à  la  question  ;  mais  il  y  a  encore  une  infinité 
d'autres  points  qui  remplissent  la  condition 
exigée.  En  effet,  soit  pris  un  point  quelcon- 
que P  sur  la  droite  FT  ;  menez  une  paral- 
lèle à  LN  ;  du  point  F  comme  centre  et  d'un 
rayon  égal  à  PT ,  décrivez  une  circonférence 
qui  coupera  la  parallèle  en  deux  points  M  et 
M'  qui  satisfont   an  problème.    Abaissez   la 
perpendiculaire  MG  ,  l'on  a  par  construction 
MF=  PT  ;  orPT  =  MG  ;  donc  MF  =  MG; 
si  l'on  prend  les  points  P,  P,  P,  très-rappro- 
cbés ,  les  points  M,  M ,  M  ,  seront  aussi  rap- 
prochés ,  et  les  concevant  réunis  par  une  ligne, 
on   obtient  la  courbe  tracée  dans  la  figure  , 
qui  est  connue  sous  le  nom  àe  parabole.  Elle 
n'est  pas  fermée  ,  et  s'étend  à  1  infini  en  s'éloi- 
gnant  de  plus  en  plus  de  la  ligne  FTP  nom- 
mée axe.  Ne  pouvant  être  tracée  d'une  ma- 
nière continue  par  le  compas,  cette  courbe  n'est 
ji^i^ géométrique  (  1 60) .  Mais  il  existe  un  procédé 
mécanique  très-simple  pour  la  tracer  ;   après 
avoir  placé  une  règle  sur  la  ligne  fixe  NL  ,  on 
applique  le  côté  KL  d'une  équerre  contre  la 
règle  ;  on  prend  un  fil  égal  en  longueur  au 
second  c6te  LM'  de  l'equerre  ;  on  attache  une 
de  ses  extrémités  au  point  fixe  F  et  l'autre  au 
sommet  M'  de  Téquerre;   on- meut  celle-ci 
le  long  de  la  règle  jusqu'à  ce  que  le  fil  soit 
tendu  ;  il  est  évident  que  dans  cette  position 
le  sommet  M'  de  l'equerre  sera  également  dis» 
tant  de  F  et  de  LN  ;  maintenant  faisant  glis- 
ser l'equerre  le  long  de  la  règle  vers  T  ,  le  fil 
se  relâchera  ;  mais  en  le  tenant  toujours  tendu 
pf  nnnlîqué  contrc  le  côté  LM'  à  l'aide  d'un 
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Style ,  le  fil  et  le  côté  de  Féquerre  se  raccour- 
cissant toujours  de  la  même  longueur,  la 
pointe  du  style  reste  toujours  également  dis- 
tante du  point  F  et  de  la  droite  ;  il  décrira 
donc  un  arc  de  parabole  ;  plus  le  côté  de 
réquerre  sera  long,  et  plus  cet  arc  sera  grand: 
on  s'y  prend  de  la  même  manière  pour  dé- 
crire Tare  symétrique  situé  de  l'autre  côté  de 
l'axe. 

On  a  donné  le  nom  de  directrice  à  la  droite 
LN  ,  parce  qu'elle  dirige  le  mouvement  de 
l'équerre  ;  une  propriété  optique  a  fait  donner 
le  nom  àe  foyer  au  point  F  ,  et  de  rayon  t^eC' 
leur  k\a  droite  FM. 

Il  est  très- facile  de  démontrer  i^  qu'un 
point  situé  dans  l'intérieur  de  la  parabole  est 
plus  près  du  foyer  que  de  la  directrice  ; 
2*^qu'un  pointsitué  hors  de  la  parabole  est  plus 
près  de  la  directrice  que  du  foyer  ;  3**  que  la 
droite  MI,  qui  divise  l'angle  GMF  en  deux  par- 
ties égales,  et  qui  est  par  conséquent  perpenaicu- 
laire  à  GF  ,  a  tous  ses  points  ,  à  l'exception  du 
point  unique  M,  plus  près  de  la  directrice  que 
du  foyer  ;  que  cette  droite  a  donc  tous  ses 
points  hors  de  la  parabole  ,  à  l'exception  de 
M,  qui  est  sur  la  courbe  ;  que  par  consé- 
quent cette  droite  est  tangente  à  la  parabole. 

Cette  courbe  est  celle  que  décrivent  les  pro- 
jectiles lancés  dans  le  vide. 

Si  la  directrice  passe]par  le  foyer,  la  parabole 
se  rédui{"évidemment  a  son  axe.  (Note  3.) 

i88.  Pboblême  XXVII.  (Fig.  4i.)  Décrire 
un  cercle  qui  passe  sur  le  point  donné  F ,  et 
touche  la  droite  LN  en  un  point  G  ?  ^ 

Solution,  Menez  GF  ;  élevez  en  G  une  per- 
|)endiculaire  à  LN  et  une  autre  sur  le  milie'^ 


8a  MAmi». 

de  GF  ;  le  point  d'intersection  M  saii  le  cen- 
time du  cercle  demandée 

Nous  reprendrons  plus  loin  la  suite  de  ces 
problèmes ,  en  ce  qui  codcerne  les  contacts  des 
cercles  et  des  droites. 

Mesure  tU$  SËtrfaoes  oH  aires. 

189.  Nous  appelons  unité  des  mesures  su*> 
perficielleSi  ou  simplement  uniié  superficielle 
rétendue  superficielle  d'un  carré  qui  a  polir 
cÀté  l'unité  de  longueur  ;  ainsi ,  dans  le  sys- 
tème métrique  aujourd'hui  en  usage  ,  l'unité 
superficielle  est  l'étendue  en  surface  d'un 
carré,  dont  le  côté  a  i  mètre  de  longueur; 
ou ,  par  abréviation ,  le  mètre  carré  ;  dans 
l'ancien  système,  c'était  la  toise  carrée  qui 
servait  d'unité  de  superficie. 

190.  Nous  appelons  aire  tfune  surface  le 
nombre  d^unites  superficielles  qu'elle  con- 
tient. On  dira,  par  exemple  ,  que  l'aire  de  tel 
triangle  ,  ou  de  tel  cercle  ,  est  «de  mo  mètres 
carrés  ;  alors  on  entend  que  ce  triangle ,  que 
ce  cercle  contient  i  ao  fois  le  mètre  carré.  Il 
ne  faut  donc  pas  confondre  les  deux  exprès*' 
sions  surface  et  aircf  la  première  exprime  un 
espace  quelconque}  comme  limite  d'un  vo- 
lume (4  )  {  la  seconde  considère  cet  espace  re- 
lativement à  l'unité  ;  par  exemple  ^  l'espace 
plad  renfef'mé  etilve  les  deux  côtés  indénhi- 
ment  proidiigés  d'un  angle  «  est  une  surface 
qui  ri'a  pas  a'ai^e  ;  il  n  y  a  que  del  es | «aces 
fermés  «  limités  de  toutes  parts  ,  qui  puissent 
avoir  une  aire*  Toutefois,  dans  le  discours^ 
on  se  sert  habituellement  et  sans  inconvénient 
de  l'expression  surface  pour  désigner  une  aire  $ 
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ainsi,  dans  rexemple  cité,   on   dira    que  la 
triangle  a  i9o  mètres  carres  de  surface. 

191.  Deux  surfaces  égales,  c*est-àdire  qui 
étant  placées  l'une  sur  l'autre  se  recouvrent 
entièrement  ,  ont  évidemment  la  même  airQ. 
Mais  deux  surfaces  qui  ont  la  même  aire  peu- 
vent être ,  mais  ne'  sont  pa«  nécessairement 
éf^aies  ;  ainsi ,  un  cercle  et  un  triangle  peuvent 
avoir  même  «ire ,  et  toutefois  le  cercle  ne  peut 
pas  oouvrir  le  triangitt.  L'égalité  d'aires  n'en- 
traîne donc  pas  l'égalité  par  superposition. 
Pour  les  distinguer ,  on  a  donné  le  nom  de 
surfaoêÊ  èquUfolentes  à  celles  qui ,  sans  être 
égales ,  ont  la  même  aii^  ;  ainsi ,  deux  surfaces 
égales  sont  toujours  équivalentes  »  mais  la  ré- 
cipvoqtie  n'est  pas  toujours  vraie* 

Aire  d^s  rectangles, 

19a,  Dans  un  pai*3Uélogramipe  rectangle,  00 
appelle  les  deux  c^tés  adjacens ,  l'un  la  base  , 
et  Tautre  U  hauteur  du  rectangle.  Il  est  évi- 
dent que  deux  rectangles ,  qui  ont  des  bas  fis 
égales  et  des  hauteurs  égales,  sont  igaujç  ei 
par  conséquent  équwaUns, 

193.  {Fig,  4^.)  Les  aires  de  deux  recUingles 
KhCD ,  AB£F,  de  même  base ,  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs  ;  autrement  le  grand 
rect^ngl^  contient  le  petit  autant  de  fois  qu^ 
la  grande  hauteur  contient  la  petite  j  en  tmX$ 
uipposons   que  l'op  ait  la  proportion  AG  : 

A£  :  t  3  :     10. 

Divisant  A£  eo  10  parties  égales ,  AC  en 
Goptieadra  3  ;  en  menant  par  1^  points  de  di- 
vision des  parallèles  ^.  la  hase  commune  AB  » 
on  pM'iagera  la  ^rand  rectangle  en  \o  rectan- 
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gles  égaux ,  dont  le  petit  rectangle  AD   en 
contient  3  ;  on  aura  donc  ABGD  :  AB£F  :  : 

3  :  10. 

Les  aires  sont  donc  dans^  le  même  rapport 
que  les  hauteurs  ;  et  cette  proposition  existe 
lors  même  que  le  rapport  enti^  les  hauteurs 
ne  peut  s'exprimer  exactement,  mais  seule- 
ment par  des  limites.  On  fera  les  raisonne- 
mens  analogues  à  ceux  qui  ont  été  développés 
aux  n°^  i4i  etsuivans  au  sujet  de  la  mesure 
des  angles. 

194.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  devons 
remarquer  que  par  le  mot  i*apport  entre  deux 
quantités ,  nous  entendons  le  nombre  entier , 
fractionnaire,  commensurable  o|i  non  ,  qui 
désigne  combien  de  fois  la  seconde  quantité 
ou  le  conséquent  contient  la  première  ou  l'an- 
técédent :  ainsi,  par  rapport  du  diamètre  à 
la  circonférence  ,  nous  entendons  le  nombre 
de  fois  que  la  circonférence  contient  son  dia- 
mètre ;  cette  espèce  de  rapport  est  le  seul 
dont  on  fasse  usage  en  géométrie,  aussi  le 
désigne-t-on ,  même  dans  les  traités  d'arithmé* 
tique  •  sous  le  nom  de  rapport  géométrique* 
Les  deux  termes  d'un  rapport  doivent  être 
exprimés  en  même  espèce  d'unités;  ainsi ,  il 
serait  absurde  de  comparer  une  longueur  à 
une  aire;  mais  dans  une  proportion  qui  n'est 
autre  chose  que  l'égalité  de  deux  rapports , 
l'unité  du  premier  rapport  peut  n'être  pas 
la  même  que  celle  du  second.  Ainsi ,  entre 
deux  aires  ,  il  peut  exister  même  rapport 
qu'entre  deux  longueurs.  Nous  en  avons  un 
exemple  ci-dessus  (198  ).  Les  rapports  étant 
des  nombres ,  on  peut  établir  un  rapport  entre 
des  rapports  y  quoique  ces  notions  appartienent 
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k  l'ârithiBé tique  ,  nous  en  faisons  mention 
parce   qu'il  est  important  de  se  ]es   rappeler. 

195.  [-Fig'  4^-  )  Soient  les  deux  rectangles 
àCGH  ,  AEFB ,  de  bases  et  de  hauteurs  diffé- 
rentes,  on  peut  toujours  les  concevoir  placés 
comme  on  le  voit  dans  la  figure  ;  en  prolon- 
geant CG  jusqu'en  D ,  on  formera  un  troisième 
rectangle  ABDG,  auquel  on  peut  comparer 
chacun  des  rectangles  donnés  (igS);  ce  qui 
fournit  les  deux  proportions  : 

ACGH:  ABDG  ::  AH  :  AB; 

car  ils  ont  le  côté  commun  AG  (  igS)  ; 

AEFB  I  ABDG  :  :  AE  :  AG  ; 
car  ils  ont  le  côté  commun  AB  (  igS)  ;  d'o£i 
l'on  tire 

AH  AB     AH   AE 

ACGH,AEFB::^:_,:^jj-:^ 

Ainsi  faire  du  premier  rectangle  est  à  celle 
du  second,  comme  la  première  base,  divisée 
par  la  seconde,  est  à  la  seconde  hauteur»  di- 
visée par  la  première  ;  ou  comme  le  rapport 
direct  des  bases  au  rapport  reni^ersé  ou  in^ 
i^erse  des  hauteurs. 

196.  [•Fig'  43')  Pour  trouver  l'aire  du  rec- 
tangle ABCD ,  on  cherche  combien  de  fois  l'u- 
uite  linéaire  (le  mètre)  est  contenue  dans  la 
base  AB  ,  ce  qui  donne  un  premier  nombre  ; 
ensuite  combien  de  fois  elle  est  contenue  dans 
la  hauteur  AG ,  ce  qui  donne  un  second  nom- 
bre ;  le  produit  de  ces  deux  nombres  exprime 
Taire  du  rectangle.  Supposons  d'abord  que 
AB  et  AG  contiennent  le  mètre ,  des  nombres 
entiers  de  fois  ;  que  l'on  ait 

AB  =  4  mètres , 
AG  :=::  6  mètres, 
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en  menant  ptr  les  points  de  djvinoBS  de  la 
hauteur  des  parallèles  à  la  base  et  par  lep 

Îioiats  de  divisions  de  la  base  des  parallèles  à 
a  hauteur ,  on  décompose  le  rectangle  en  ^4 
carrés  égaux  \  donc  Taire  du  rectaqgle  est  ^gale 
à  «4  mètres  carrés.  Ce  résultat  ne  dépend  pas 
den  nombres  entiers  que  l'on  a  qhoi^is. 

i3 
3i  AB  =^  4  j  a?  y  wètr^f  t 

AG  =t  S  f  2=  ^  mètres. 

7 

Concevons  que ,  sans  toucher  à  la  hauteur , 
09^  triple  la  baie,  oo  aiip»  un  s^copft  neoiangle 
ayant  pour  basé  i3  mètres ,  et  l'aire  sera  trois 
fois  cplte  dg  rectingli  ABGD  (  193  ).  Si ,  avec 
cette  ^^se  tyïpie ,  qn  rpnd  la  heutfear  7  fois 
plus  grande,  on  aura  un  troisième  rectangle 
ayant  3^  mètres  de  hauteur  et  i3  mètres  de 
base  y  et  dopt  Valre  contiendra  'j  fols  celle  du 
second,  et  par  conséquent  3X7  =21  fois 
cejle  du  rectangle  donné  ABGD  ;  or^  le  troi- 
sième rectangle  a  pour  aire  i3>^57  mètres 
carrés;  donc  le  rectangle  43CD  aur4  pour  aire 

i3x37      .  \         »3w^7  ^    *a-i- 
r^  mètres  earres  ou  ^  X  •^,eest-è'4u'e 

3X7  ,  ^7 

le  pombre  de  mètres  die  la  h^^a  miiltinliée  par 
pelui  de  I4  hauteur  ^  d'pù  Ton  conclut  cette 
règle  (  Taire  d'un  rectangle  est  r%al<ç  a^  pro- 
duit du  nop^bre  de  n^ètres  de  sa  ba:»e  pai* 
celui  de  sa  hauteur  -,  et  ordit^^iremept ,  en 
s'exprit))apt  d'une  maqière  abrégée,  oq  dit 
que  Vaire  cTun  rectangle  ^H  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur;  mais  il 
faut  toujours  sous-entendre  le  nombre   d^ 
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mètres  de  sa  base ,  etc«  Cette  loootioa  ellip- 
tique est  adoptée  pour  toutes  l6$  évalufltîilds 
des  surfâeea  s  nous  n'en  répéterons  piu0  l'ob- 
servation. 

L'aire  d'iin  oarré  «st  donc  égale  à  son  côté 
multiplié  par  lui-métue;  De  là  viêtit  qo'eil 
arithmétique  cette  doite  de  produit^  d'un 
nombre  par  lui-même  ,  porte  le  ilOlti  Ae  tat^ét 
Les  dires  des  l'ectangles  sont  doue  entre  elles 
comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs 
hauteurs  :  c'est  aussi  ce  qu'on  peut  conclure 
directement  (igS)}  car  les  quatre  longueurs 
AB,  AH,  AC,  AE,  étant  rapportées  à  Tunité 
de  mesure ,  elles  sont  exprimées  en  nombre  ; 

AH    AF 
et  l'on  a  ACGH  :  AEFB  n^  :^  i.  AH  X 

AU   Ali 

AC  :  AB  X  AE. 

H  est  reçu  en  géométrie  qu'on  peut  dire  in- 
différemment produit  de  deux  lignes  ou  rec- 
tangle  de  deux  lignes;  par-là  on  entend  l'aire 
du  rectangle  qu'on  aurait  en  prenant  ces  deux 
lignes  pour  cotés  adjacens. 

197.  C'est  surtout  dai(is  l'évaluation  numé- 
rique des  surfaces  qu'on  reconnaît  ks'  grands 
avantages  du  nouveau  système  métrique  sur 
celui  qui  l'a  précédé  :  nous  allons  parier  du 
premier  et  ensuite  du  dernier,  dont  on  peut 
cndore  souvetit  atoir  besoih. 

Nouifsau  système  métrique;  surfaces. 

Ce  système  est  renfermé  dans  les  deux  ta- 
bleaux suivans  : 

I**  Le  millimètre  carré  =  un  carré  dont  \e. 
côté  a  un  millimètre  de  longueur. 
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7,^  Le  centimètre  carré  =  un  carre  dont  le 
côté  a  un  centimètre  de  longueur. 

3^  Le  décimètre  carré  =  un  carré  dont  le 
côté  a  un  décimètre  de  longueur. 

4^  Le  mètre  carré  =  un  carré  dont  le  côté 
a  un  mètre  de  longueur. 

5°  L'are  =,un  carré  dont  le  côté  a  dix  mè- 
tres de  longueur. 

6°  L'hectare  =  un  carré  dont  le  côté  a  cent 
mètres. 

i  ™  c  =  I  oo***<^*  «  =s  I  oooo**"'*  '^  =  I  oooooo"""  ° 

|déci  cjg:  |oo«<^°'^  «  =  IOOOO««"'*  ^ 
I  centi  c  ^  |  QQmm  c 

I  are=  ioo*°  ® 

I  hectare  =  loo  ares  =  loooo™  ^ 
Dans  ce  tableau ,  ™  ^  désigne  le  mètre  cari*é  » 
dccic  le  décimètre  carré,  etc. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'éva* 
luer  un  espace  rectangulaire  ayant  ces  dimen- 
sions : 

icxS^jiô  hauteur.     ' 
123"», 24  base. 
Le  produit  de  ces  deux  nombres  est 

15437™  ^04^4; 
ainsi  l'aire  cherciiée  renferme  i5437  mètres 
carrés  et  ^tll.,  d'un  mètre  carré,  ou  bien  4^4 
centimètres  carrés,  ou  4  décimètres  carrés  et 
24  centimètres  carrés  :  si  c'est  un  champ ,  on 
révalue  en  hectares  ;  ainsi  il  contient  i  hectare 
5437"  •*, 04^4  ;  ou  en  prenant  l'hectare  pour 
unité,  et  négligeant  les  parties  trop  petites, 
on  aura  i*'"^',5437. 
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Ancien  système  métrique;  surfaces. 

La  toise   carrée  i''"^  est  un  carré  dont   le 
côté  a  une  toise  de  longueur. 

Le  pied  carré  ou  i^^est  un  carré  dont  le 
côté  a  un  pied  de  longueur. 

Le  pouce  carré  ou  iPP  est  un  carré  dont  le 
côté  a  un  pouce  de  longueur. 

La  ligne  cairée  ou  i^^  est  un  carré  dont  le 
côté  a  une  ligne  de  longueur. 

Le  point  carré  ou  i  p'  p^  est  un  carré  dont  le 
côté  a  un  point  de  longueur. 

Pour  faciliter  les  calculs,  on  a  été  obligé 
d'établir  encore  lés  subdivisions  suivantes  : 

Une  toise-pied  ou  i^p  est  un  rectangle  qui 
a  une  toise  de  base  et  un  pied  de  hauteur. 

Une  toise-pouce  ou  i'^p  est  un  rectangle  qui 
a  une  toise  de  base  et  un  pouce  de  hauteur. 

Une  toise-ligne  ou  i*^^  est  un  rectangle  qui 
a  une  toise  de  base  et  une  ligne  de  hauteur. 

Une  toise-point  ou  i  "^p*®  est  un  rectangle  qui 
a  une  toise  de  base  et  un  point  de  hauteur. 

D'où  l'on  conclut  : 

iTT  =:36PP=,  5i34pp  ^6TP=  73TP 

iPP'=i44pP=1TP=:2TP 

ipp  =  i44"=  a^pte 

1"  =  i44pp** 

lTP  =  i2Tp_.^TT— 5PP_-864PP 
lTp=:  l2Tl  =  iPP=:72PP 

iTl  =  i2Tpls=:  6PP  =  864" 
lTpl»  =  l  pp  =P|2" 

Supposons  mainjtenant  qu'il  s'agisse  d'éva<« 
luer  l'aire  d'un  rectangle  ayant  .* 
loT.  4p.  6p. 3'.  api*hi«"^  3T!4P.oP.7^ii'P*bas 

8* 
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On  peut  t*éduire  les  deux  facteurs  en  points  ; 
multiplier  les  nombres  ensemble,  et  ôti  aura 
pour  produit  des  points  carrés.  On  divise  ce 
produit  par  t44  pour  avoir  les  lignes  carrées; 
on  divise  ce  premier  quotient  encot*e  p^  i44' 
on  atlt^i  les  poudes  carrés  ;  le  deuxième  quo- 
tient encore  par  i44>  oti  atlva  les  pieds  carrés  / 
et  ensuite  ce  troisième  quotient  par  36,  bu 
obtiendra  4  toises  catrées;  et,  (disant  atten- 
tion aut  restes,  on  saura  combien  le  rectatigle 
contient  de  toises  carrées,  de  pieds  cât^réâ ,  de 
pouces  carias,  etc.;  mais  cette  méthode  est 
extrêmement  pénible  à  cause  des  grands 
notnbfes  qu'il  taut  multiplier  ensénible  et  des 
fréquentes  divisions  qu'il  faut  faire  ;  on  pré- 
fère le  procédé  suivant ,  qui  permet  remploi 
si  cotnmode  dés  parties  aiiquotes.  Le  multi- 
pii(iateur,  dans  l'eîcemple  donné,  i'Cnfertnânt 
cinq  espèces  d'unités,  on  conçoit  le  rectangle 
décomposé  d'abord  en  5  rectangles^  ayant 
mêmes  hauteurs  que  le  téctangle  total,  et  pour 
baseà  : 


Ust. 

ti  au  leur. 

Le  i®"^  rectangle  3"^ 

to, 

.4.6.3.a(A) 

2*               4'' 

idem,       (B  ) 

3«                  oP 

idéni.       (  C  ) 

4.                  7I 

idehi        (D) 

5*                I  ipts 

idem.       (E) 

et  il  est  évident  que  la  somme  des  aires  de 
ces  rectangles  est  é^^le  à  l'aire  cherchée. 

Maintenant ,  il  s'agit  de  décomposer  chacun 
de  ces  5  rectangles  en  une  suite  d'autres  ,  tels 
que  l'aire  de  l'un  puisse  toujours  servir  à  oaU 
culer  facilement  l'aire  du  rectangle  suivant  ;  ùe 
qui  ^st  facile  en  considérant  que  les 'subdivi-* 
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sions  de  la  toise  cari'je ,  en  toises-pieds ,  toises- 
pouces  ,  etc. ,  sont  lefc  mêmes  que  celles  de  la 
toise  simple  en  pieds  >  pouces  ,  lignes  ;  par 
conséquent  on  peut  employer  les  mêmes  parties 
aliquotes. 

Faisant  le  calcul  du  rectangU  A 
ioT.4p.6p.3^2P»* 
3 


■*i  fa-if» 


3oTT 

I.  3TP  pour3P=  p;  rect.  (k  STsui^t 

0.3  iP=-j3Pîi*ect-de3Tsuri** 

o.  I.ÔTp  6P  =  iP 

0.0.0.9TI  3^=^6p 

o.  o.  o.  o.  ÔTpis        ap*«  =  ~  3^ 

La  somme  de  ces  5  rectangles  donne  le  rectan- 
gle A; 
Venotis  au  itîctangle  (  B  ) 
10T.4P.6P.  31.  api«i=  H 

0'4 

5".  2TP.  3Tp.  ,^1.  ^Tpts  pour  3i»=t5  f  T  ;  rect.  de 

H6ur|T 

1.4.9.0.6I  '^  =  ^}\ 

De  ce  dernier  rectangle ,  ou  déduira  celui 
qui  a  pour  h.ititeur  H  et  pour  base  i  pouce) 
on  s'en  servira  comme  rectangle  auxiliaire 
pour  calculer  Taire  de  H  sur  6  lignes  ,  et  ainsi 
de  suite  ;  mai^  au  lieu  de  faire  ces  calculs  isolé" 
metit ,  on  les  fait  ensemble ,  en  les  disposant 
de  la  manière  suivante,  et  en  procédant  comme 
en  arithmétique  : 
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3T.4i'.oP.  7'.  IIPI» 

10.  4*  6*  ^-  ^« 


B 
D 


{ 


3oTT 

(3P)  i,3TP 

(iP)  0.3 

(6P)  0.1. 6Tp 

(3^)  0.0.0.9TI 

(aP»*)  o.  o.  o.  o.  6Tp*» 

3P  5.3.3.1.7 

ip  1.4*  9*  0.67 

6*  o.  0.5.4. 6fJ 

i^  0.00.  lo.g^Vr 


6p*«      0.0.0.5.441^^ 
E  «J    3         0.0.0.2.8-;^ 

2  o.0.0.2.9^1if 


{ 


39TT.3TP.aTpoTi.8Tp  |£ji 
6    A  .6    .i 


39TT  .  18TT  .  o»*P 

I  X  4JL12 

*        •  H  5184 


39TT.  I9PP.4PP|4fjTpl.=3gTT.  jgPP.^pp   5^11,  lOPpU 

Le  rectangle  G  est  nul. 

On  a  réduit  les  TP  et  les  Tp  en  PP,  en  multipliant 
les  uns  par  6  et  les  autres  par  ^  ;  de  même 
pour  réduire  les  toises-lignes  et  les  toises- 
pouces  carrés  [voyez  le  tableau  ,  page  89}.  Si 
Von  avait  à  réduire  3TP  .  5Tp .  7TÏ .  5pi» ,  on  dis- 
poserait ainsi  |e  calcul  : 
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OTT  .  3  TP ,  5Tp  .  ^Tl  .  5Tpts 

6        .-!-      .6         ■[- 


0TT.18PP.72PP.92II 


o .  aoPP.iiôPP. 72^* 
car  la  moitié  de  i^^  vaut  72??. 

Il  est  facile  déjuger,  d'après  cet  exemple, 
combien  est  pénible  le  calcul  des  aires  d'après 
l'ancien  système  ;  tandis  qu'il  ne  présente  au- 
cune difficulté  dans  le  nouveau  système;  il  est 
même  souvent  plus  expéditif  de  réduire  d'a- 
bord les  toises,  pouces,  etc.,  en  mètres, 
faire  le  calcul  des  aires,  d'après  ce  système, 
sauf  à  réduire  ensuite  les  mètres  carrés  en 
toises  carrées,  pieds  carrés,  etc. ,  lorsqu'on  en 
a  besoin.  (Foir  table  3.  ) 

jiires  des   triangles;  rapport  de  ces  aires 

entre  elles. 

198.  On  nomme  hauteur  d'un  triangle ,  la 
perpendiculaire  abaissée  d'un  sommet  sur  le 
côte  opposé,  qui  prend  le  nom  de  base\  cha- 
cun des  côtés  pouvant  servir  de  base  ,  il  s'en- 
suit que  tout  triangle  a  trois  hauteurs  et  trois 
bases  correspondantes  ;  dans  le  triangle  rec- 
tangle ,  deux  de  ces  hauteurs  se  confondent 
avec  les  côtés  de  l'angle  droit  ;  quand  le  trian- 
gle est  isoscèle,  deux  de  ces  hauteurs  sont 
égales  ,  et  réciproquement  ;  les  trois  hauteurs 
sont  égales  dans  le  triangle  équilatéral  ;  dans 
tout  autre  cas  ,  elles  sont  inégales. 

Dans  te  triangle  isoscèle,  les  trois  hauteur 
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se  rencontrent  évidemment  en  un  même  point. 
Nous  démontrerons  que  cette  propriété  est 
commune  à  tous  les  triangles.  Ge  point  de 
rencontre  est  situé  dans  i'ibiérieiird'tln  trian- 
gle acutangle  y  sur  le  sommet  de  Tangle  droit 
dans  les  triangles  rectangles  et  au  dehors 
lorsqu'il  y  a  un  angle  obtus. 

199.  [Fig.^Z,)  Vaire  du  triangle  rectangle 
ABC  est  égale  à  Id  moitié  du  produit  £tes 
deux  côtés  AB  ,  AG ,  de  l'angle  droit.  Gar  le 
triangle  est  la  moitié  du  rectangle  ABGD. 

Si  AB  =  4  mètres, 
AC=6  mètres, 
Taire   du  triangle    rectangle  AfiG  est  de  la 
mètres  carrés. 

200.  Vaire  du  triangle  quelconque  ABC 
est  égale  à  la  moitié  du  produit  aune  base 
AB  par  la  hauteur  correspondante  GD. 
[Fig,  43  bis,  ) 

Le  triangle  ABC  est  la  somme  des  deux 
triangles  rectangles  ACD ,  BCD  ;  Taire  du 
triangle  rectangle  ACD  est  égale  à  7  AD  X  GD  j 
celle  du  triangle  rectangle  JBCD  est  égale  à 
^BD  X  CD  ;  donc  aire  ACD=z  ^CD  (AI)+fiD) 
=iCD.AB. 

201.  Si  A  ou  Best  obtus  ^  le  point  D  tombe 
hors  du  triangle  ACB qui  est  alors  égal  à  la  dif- 
férence de  deux  triangles  rectangles  ;  ce  qui 
ne  change  rien  à  la  conclusion  de  la  propo- 
sition précédente,  on  conclut  immédiatement: 

I**  Dans  le  même  triangle  ,  les  bases  sont 
réciproquement  proportionnelles  aux  hau- 
teurs respectives  ,  c'est-à-dire  que  Ton  a  cette 
proportion  :  une  première  base  est  à  une  se- 
conde  base  comme   la    hauteur   correspou- 
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dante  à  cette  base  est  à  la  hauteiNr  correspon- 
dante à  la  première. 

1°  L'airp  d'un  triangle  isst  plus  petite  que 
la  moitié  du  produit  de  deux  côtés  lorsqu'ils 
ne  sont  pa^  ^  #pgle  dtoit  ^t  plus  grands  que 
la  moitié  du  prpdi}i|  de  deux  liauteurs. 

3^  L'aire  d'|i^  ti'Unglç  e^t  pjiis  petite  que 
la  moitii^  de  )^  r^cipe  cubique  du  produit  des 
trois  câtés  fjevéç  4U  c^^^^  i  ^^  pl^^  grande 
ae  la  inoitiç  de  la  racine  cubiqife  dM  proçlu^ 
les  troif  h^pti^urs  élevées  4u  ç^fvé, 
4.°  Lor^ue  dep:|^  t.riangles  ont  des  bases 
égales,  les  air^s  sor)|:  propo^tioppeiles  4U|l 
haut^pi'f ,  ^t  lorjujue  )es  baut^uf>  so^t  4g#j^ 
les  aire«  Spf)^  proportion p^Dies  ^\n^  base^, 

aoa,  f^qrsqf^^dei{x  triangle^  ABC ,  ÀDE, 
ont  un  4ing]e  X  éfffçt  ou  eji  çon^jj^un  >  le{^ 
aires  $on$  proportionnelle^  aux  produite  4^^ 
cotes  qui  pomprçnnm^  ffingh-  (F^g-  44) 

Soit  »««ée  la  fivqife  CJ)  j  fsqqiparAp^s  }^^ 
«ires  des  trilogies  ABC,  ADE  à  Taiiv  du 
triangle  ACO  ;  les  triangle^  ABC,  ACD,  ont 
pour  ^Auteur  commune  la  perpendiculaire 
qu'on  abaisserait  de  C  sur  APi  dgnc  (îtoi.) 

4ye  ABC  ;  aire  AfP  :  1  AB  :  AD, 

et  pa;  |a  mén^f  raison 

air«  AjCD  :  aire  Aîik  :  -'  AC  ;  AE  ;  do^ 

aire  ABC  :  «ir«  ADE  :  :  AB  X  AC  ^  AJ)  X  AE  : 

c,  q.  f.  d. 

Si  la  droite  BC  reacoD^i'e  SE  eott<e 
D  et  S  #  1^  dén^on^trfàtioo  et  la  conclusion 
restent  les  mêmes. 

!2o3.  Si  la  droite  BC  est  parallèle  à  la  droite 
BEy  les  angles  B  et  C  sont  respectivement 
égaitt  9m  Wgl^«  I)  et  Ë  j  ainsi  i  en  vertu  de 
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la  proposition  précédente ,  on  a  aire  ABC  : 
aire  ADE  :  :  AB  X  AC  :  ADx  AE  :  :  ABxBG  : 
AD  X  DE  :  :  AC  X  BC  :  AE  xDE  ; 

d'où  Ton  tire 

AC  :  BG  :  :  AE  :  :  DE  et  , 
AB:BG::AD:DE 
AB:  AG:  :AD:  AE 

2o4*  On  nomme  triangles  équiangles,  ceux 
qui  ont  leurs  trois  angles  égaux ,  chacun  à 
chacun,  et  il  suffit  pour  cela  qu'ils  aient  seule- 
ment deux  angles  égaux  ;  d  après  cette  défi- 
nition ,  les  trois  proportions  précédentes 
peuvent  s'énoncer  ainsi  :  deux  triangles 
équiangles  ont  les  côtés  opposés  aux  angles 
égaux ,  respectivement  proportionnels. 

Dans  deux  triangles  équiahgles ,  on  nomme 
côtés  homologues  ceux  qui  sont  opposés  a  des 
angles  égaux  ;  cette  définition  admise,  ia  pro- 
portion s'énonce  ainsi  :  deux  triangles  équian^ 
gles  ont  les  côtés  homologues  proportionnels. 

Exemple  :  si  AB  est  la  moitié  de  AD ,  AC 
sera  la  moitié  de  AG  ,  et  BG  la  moitié  de  DE. 

205.  De  la  proportion  AB  :  AG  :  :  AD  ;  AE, 
on  déduit  celle-ci  : 

AD—  AB  :  AB  :  :  AE  —  AG  :  AG,  ou  bien 

BD  :  AB  :  ;  GE  :  AG. 

Gette  dernière  proportion  s'énonce  ainsi  : 
Lorsqu'une  droite  est  parallèle  à  un  côté 
eTun  triangle  ,  elle  coupe  tes  deux  autres  côtés 
en  segmens proportionnels. 
,  Gette  proposition  a  même  lieu  lorsque  la 
parallèle  BG  est  dans  Tande  opposé  à  1  angle 
DAE  i  elle  coupe  alors  les  cotés  AD ,  AE ,  pro- 
longés eu  segmens  soustractifs.  (Note  40 

206.  Quelque  grandeur  qu'atteigne  AD  et 
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AE,  pourvu  que  la  droite  D£  reste  parallèle  à 
BC,  Je  rapport  de  ces  grandeurs  i,*este  constam- 
ment égal  au  rapport  de  AB  à  BC  ;  c'est  dans 
ce  sens  que  Ton  dit,  usant  d'une  locution 
elliptique ,  que  deux  quantités  infiniment 
grandes ,  peuvent  avoir  entre  elles  un  rap- 
port géométrique^/i£  ;  il  en  est  de  même  de 
deux  quantités  infiniment  petites. 

207.  La  proposition  précédente  (2o5)  a  une 
réciproque  vraie;  lorsqu'une  droite  coupe 
deux  cotés  d*un  triangle  en  segmens  propor^ 
tionnels ,  elle  est  parallèle  au  troisième  côté. 
[Fig.  44.) 

£n  effet  y  si  l'on  a  la  proportion  AB  :  BD  :: 
AG  :  A£  y  on  en  déduit  : 

AB:AD::AG:AE 

Si  BG  n'est  pas  parallèle  à  DE,  alors  par  le 
point  fi  passera  une  parallèle  qui  coupera  A£ 
en  un  point  1  différent  de  G  j  on  aura  donc  (2o5) 

AB  J  AD::  AI  :AE. 

Il  faut  donc  que  l'on  ait  AI  =  AG  et  que  le 
point  I  se  confonde  avec  G. 

208.  On  énonce  quelquefois  cette  i^ciproque 
sous  la  forme  suivante  :  deux  triangles  qui  ont 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportion- 
nels,  sont  équiangles.  En  effet,  soient  les 
lieux  triangles  ABC,  ADE  (Jig.  440  ayant 
Tangle  A  égal  chacun  à  chacun  ;  et  de  plus  la 
proportion  AB  :  AD  i  :  AG  :  AE. 

On  peut  toujours  placer  les  deux  triangles 
de  manière  à  avoir  Tangle  A  en  commun  ;  et 
dans  cette  position,  à  cause  de  la  proportion, 
la  droite  BC  devient  parallèle  à  DÉ  (207);  par 
conséquent  l'angle  B  sera  égal  à  l'angle  D,  et 
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l'aoflfle  C  à  l'angle  E.  Et  en  veitu  de  la  propo- 
sition (io4),  on  aura  AB  :  AD  (s  BG  :  D£. 

309.  La  proposition  (  104  )  ^  une  réci- 
proque ;  savoir  :  deujç  triangles  qui  ont  les 
trois  côtés  proportionnels,  sont  equiangles. 
En  effet ,  soient  les  deux  triangles  A3G  >  ^bc  / 
et  les  trois  proportions  AB  :  q,htt  AG  \aet  :BC(6c. 

Construisons  un  troisième  triangle  avec  les 
coVé^  AB;  AC  compren^pt  T^ngle  dj  soit  ce 
troiwuie  tmngle  AW,  et  A'B'=rzAB;  A'C'= 

AC|A'=r^/?/  V 

On  a  fjoop  4'P'  ^  A'C  '^  ^b  '  ^^9  ^9^^  les 
deux  triangles  A'B'C  et  abc  sont  éauiaDgl^s 
i;:ip3),  e|  A'B'  •  B'Ç'::  ^^  :  bçy  pu  cpmme  ÀBipC. 

Mais  AB  =  A'B';  donc  3C  =B'C',  ajnsi  1^ 
triangle  A'B'C  ^st  égfil  au  ^riapgle  ABC  ;  donc 
ce  dernier  trianjgle  est  aussi  équiangle  au 
triangle  aèc,  «•  cf.  f.  d. 

Obsei'vatioQ.  O'est  au  ieeteur  à  eo«(sU^iiir!e  la 
figure  pour  cette  dëmoostration. 
'210.  (Fig,  45.  )  Deux  triaqgjf s DEF,  ABC, 
ui  ^}f\%  les  côté^  parallèles,  s^v/oir^  h^k  DE; 

C  à  DF  ;  BC  à  EjP,  spqt:  4vic)^inii)ei)t  équi^n- 
gles  en|;re  eux  (88):  donc  les  côtés  hop^olpgues 
sont  proportionnels;  les  côtés  parallèles  sont 
homologues.  Il  est  évident  que  lorsque  deux 
triangles  sont  équifingles,  on  peut  les  placer 
d'une  inanité  4e  manières  dans  une  position 
telle  que  leurs  côtés  homologues  soient  paral- 
lèles. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  dans  cette 
position  les  droites  AD,  BE,  CF,  qui  joignent 
les  sommets  des  angles  égaux  élant  prolongées 
passent  par  un  même  point  O,  qu'on  nomme 
centre  de  similitude. 

211.  {Fig,  46.}  Siles  Ciianj^esDEF,  ABC,  ont 
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les  côtés  perpendiculaires,  chacun  à  chacun , 
savoir  :  DF  sur  AC  ;  DG  sur  ÂB  j  EF  sur  BC  ; 
les  triangles  sont  équiailgles  (98)  et  les  côtés 
perpendiculaires  sotit  homoios^ues.  Dans  toute 
autre  position  aué  deile  qui  est  représentée 
dans  la  fiflure,  le  triangle  D£F  aurait  néces* 
sairementles  côtés  parallèles  à  ceux  du  trian- 
gle de  la  position  actuelle  ;  il  sera  donc  toujours 
équiangle  au  triangle  BAC  (210). 

212.  Enoncé  de  quelques  propositions  à 
démontrer  < 

i"  Si  dahsdeiix  triangles  ABC,  abc,  Tangle 
A  est  supplément  de  Fangle  a,  l'aire  du  pre- 
miet*  triangle  est  à  celle   du   second  comme 

AB  X  AC  :  fl*  X  ac, 

2"  Si  les  aires  de  deux  triangles  sont  entre 
elles  comme  les  produits  respectifs  de  deux 
côtés ,  les  angles  compris  sont  ou  égaux  ou 
supplémentaires. 

3**  Si  entre  deux  triangles  ABC,  abc,  on  a 
la  proportion  AB  --  ab  '-  aC  ••  ac. 

Et  de  plus  l'angle  G  opposé  à  Afi  égal  à 
Tangle  c  opposé  à  ab, 

Aldrs  les  angles  B  et  6  sont  ou  égaux  ou 
supplémentaires. 

4''  Si  dans  les  triangles  ABC,  abc,  otI  aC  = 
c  et  B  +  6  =ï  2I  ;  oti  aui^a  la  proportion  AB  : 
ab  i  :  AG  :  ac. 

Triangles  rectangles  équiangles  ;  théorème 

dit  de  Pythagore, 

2»3.  (  Fig,  4^.  )  Le  triangle  ABC,  rectangle 
en  A,  est  dii^isépar  la  perpendiculaire  AP  sur 
Ihypothénuse  »  eh  deux  iriangleê  A  PB  >  APG4 
équiangle  chacun  aU  triangle  ABC  »  et  par 
conséquent  équimhgièi  entre  eux* 
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.  2i4*  Comparons  les  côtés  homologues  des 
trois  triangles  : 

triangles  ABC  ;  AB,  BC ,  AC , 
ABPjBP. AB,AP, 
ACD;AP,  AC,CP, 

les  lignes  écrites  dans  une  même  colonne  vef- 
ticale  sont  homologues.  On  peut  tirer  de  là 
six  proportions;  il  n'y  en  a  que  trois  de  re- 
marquables; les  voici  : 

BP:AB::  AB;BC;  d'où  AÏ"  =  BP  X  BC 

CP:AC::AC:BC;  ÂC  "  =  CP  X  BC 

BP  :  AP  ::  AP  :  CP;  AP"  =BP  X  CP 

Les  deux  premières  proportions  sont  ren- 
fermées dans  cet  énoncé  :  chaqne  côté  de  V an- 
gle droit  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre  ïhypothenuse  et  le  segment  adjacent^  ou 
bien  encore  le  carré  constiuit  sur  un  côté  de 
l'angle  droit  est  équivalent  au  rectangle  con- 
struit sur  rhypothenuse  et  le  serment  adjacent. 

La  troisième  proportion  s  énonce  ainsi  :  la 
perpendiculaire  abaissée  sur  Vhypothénuse 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
segmens  de  thypothénuse ,  ou  bien  encore  le 
carré  construit  sur  la  perpendiculaire  est  équi- 
valent au  rectangle  construit  sur  les  deux  seg- 
mens de  Thypothénuse. 

2i5.  L'on  a  y  en  faisant  la  somme  de  AB   et 

de  le'  (ai4). 

AB'  + AC"  =BP  X  BC  4-CP  xJC  =  BC 

(BP  +  CP)  =  BCxBC=BC'. 

Ainsi,  le  carré  construit  sur  Fhypothénuse  est 
équiif  aient  à  la  somme  des  deux  carrés  con- 
struits sur  chaque  côté  de  Cangle  droit. 
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Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom 
de  théorème  de  Pythagore. 

Aires  des  polygones ,  des  parallélogrammes , 
des  trapèzes,  et  propriétés  des  carrés. 

ai 6.  Pour  avoir  Taire  d'un  polygone,  on 
prend  un  point  quelconque  dans  l'intérieur 
du  polygone  ;  de  ce  point ,  on  mène  des  droites 
aux  sommets  du  polygone;  sa  surface  sera 
partagée  en  autant  de  triangles  qu'il  y  a  de 
côtés  ;  on  cherche  l'aire  de  chaque  triangle  ; 
la  somme  de  ces  aires  est  celle  au  polygone. 
On  peut  aussi  faire  partir  les  lignes  de  divi- 
sions d'un  sommet  du  polygone,  ou  d'un  point 
situé  sur  un  côté ,  ou  même  hors  du  polygone; 
dans  ce  dernier  cas,  il  y  a  des  triangles  dont 
les  aires  doivent  être  soustraites. 

217.  De  là  on  conclut  que  dans  un  polygone 
équilatéral ,  la  somme  des  distances d  un  point 
quelconque  pris  dans  son  plan ,  à  tous  les  cô- 
tés, est  une  longueur  constante.  Lorsque  le 
point  est  hors  du  polygone,  il  y  a  des  distances 
soustractwes . 

218.  L'aire  d'un  parallélogramme  est  égale 
à  un  de  ses  côtés,  multiplié  par  sa  distance 
au  côté  parallèle;  car  la  diagonale  partage  le 
parallélogramme  en  deux  triangles  égaux.  On 
désigne  quelquefois  cette  distance  sous  le  nom 
de  hauteur  i  alors  le  côté  prend  le  nom  de 
base;  et  l'on  dit  alors  que  Vaire  d  un  parallé- 
logramme est  égale  au  produit  de  Idoasepar 
la  hauteur. 

219.  Les  conclusions  i**,  2°,  4°  ^^  "**•  20 1 
•et  le  n*^.  202  sont  aussi  applicables  aux  paral- 
lélogrammes. 

« 
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On  peut  aussi  démotitier /irir  superposition 

ue  deux  parai lélograniDiPs  de  niemé  base  et 
e  même  hauteur  sont  équivalens. 

aao.  (  Fig.  48.  )  Tout  can-é  peut  être  divise 
d'une  infinité  de  manières  en  oeiii  rectangles 
égaux  et  en  deux  carrés;  en  effet,  par  un  point 
Quelconque  O  t>ris  sur  la  diagonale  AE  du  càfrré 
ACEO ,  soiettt  menées  HD  parallèle  à  AC  fet 
BF  pë^allëlé  à  AG;  il  e^t  Facile  de  démontrer 
dilé  6H0F  et  BCDO  sôiit  deux  rectangles 
égàUt,  et  que  FOED,  HOBE,  sbAt  deux  bB^^éft. 

Cette  proposition  s'écrit  aitifel  : 

AÔ*  =  ( AB  +  BG)«=  ÂB'  4-  OD^  +  HO  x 

FO  +BO><DO  =  ÂB'  +  BC'  +  2AB.BG. 

Il  est  facile  de  dériûonirer  que  la  soihine  des 
detil  rectanf;les  est  toujours  plus  petite  que  la 
somme  de  deiix  carrés  ;  elle^  sont  égales  lors- 
que le  ]5oint  0  est  te  milieu  de  la  diagonale. 
Là  proposition  j3récédente  s'énonce  ainsi  :  le 
cdtrè  fait  sUr  ta  soinme  de  deux  lignes  est 
ègdlê  à  ta  somme  des  carrés  construits  sur 
cfiacuh ,  plus  te  double  du  rectangle  forme 
avec  ses  lignes. 

221.  {Fig,  48.)  Prolongeons  GE  d'une 
quantité  GK  =  FÈ  et  la  ligne  HÛ  de  HL  =  ÎFE  j 
là  figure  GHLK  est  un  carré  égal  au  carré 
Ï^ÉDpj  et  le  rectangle  BCËF  =  le  rectangle 
iPOLft  ;  on  a  donc 

AfiOH  =  ACEG + GHLK  —  i .  BCEI^j 
or  le  rectangle  BCEF  a  pour  aire  BCxCE 
ou  bienJBG  X  AG;  doûc 

AB'  =  (AC— BGr  :t=ÂG"+BG'-42BC.AC, 
ce  qu'on  énonce  ainsi  !  le  carré  eonstmit  sut 
la  différence* de  deux  lignes  est  égéUe  à  do, 


DE    GéOMÉTRlE.  Io3 

somme  des  carrés  construits  respectivement  sur 
chacune  y  moins  le  double  du  rectangle  formé 
avec  ces  lignes, 

211,  {Fig,  4^.)  Achevons  le  rectaDgle 
HLMA  ;  il  est  égal  au  rectangle  HGFO  \  on  a 
donis 

ACEG— FODE  =  LMCD  ==  LM  X 

MGazrABx  (AG4-fiG)i      ou  bien 

ÂJG'— ^  =  (^^0— BC)  (AC+BC), 
c'est-à-dire,  la  différence  des  deux  carrés  est 
escale  à  là  différence  des  deUx  éôtés  multi- 
fixes  par  la  sonimë  des  deux  cotes. 

Les  trois  propositions  ^0,  14^  >  ^4^-  ^^ 
trouvent  facilement  par  le  calcul  aigébHque. 

223.  [Fig.  4d-  )  ^^  théorème  de  Pythagore 
étant  très-iulportadt ,  tious  eb  donnons  ici 
une  nouvelle  dérnonstration  uniqiiemetit  fon- 
dée sur  la  superposition  des  figurés. 

L^angle  BAG  étant  droit,  construisant  le 
carré  ABCD  et  le  carré  ÀEFG,  menant  les 
deux  hypothénuses  BG,  pE,  la  somme  des 
deux  carrés  sera  équivalente  à  Thexagone 
CDEFGB  ,  moin$  les  deiix  triangles  rectangles 
égaux  ABG^  ADËi  construisant  le  carré 
BGLM ,  et  sur  LM  le  triangle  LMN  égal  à 
AEG  et  dans  une  positiort  renversée ,  on  aura 
un  second  hexagone  BAGMNL  é(|uivalant  au 
premier.  En  eâet ,  menons  AN  et  les  diagonales 
CA,  AF  formant  la  droite  CAF  ;  les  quadri- 
latères CDËF ,  AGMN  ,  sont  égaux ,  car  MN 
=  CD  ;  an^le  BIMG  =  angle  CDE  <  GM  =  DE  j 
angle  MGA  =  ÏDEF  ;  EF  =  AG.  On  prouve  de 
même  que  les  quadrilatères  ABLN ,  CiBGF  sont 
égaux,  donc  les  deux  hexagones  sont  équivale  ns; 
retranchant  de  chacun  les  triangles  égaux ,  î^ 
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reste  d'un  côté  la  somme  des  deux  carrés  A  G  , 
AF ,  et  de  l'autre  le  carré  GL  ;  donc  on  a 

BGLM  =  ABCD+ AGEF  , 
ou  BG»=AB»+AG^ 

ce  quon  énonce  ainsi  : 

Ce  théorème  célèbre ,  que  l'antiquité  attribue 
à  Pythagore ,  porte  le  nom  de  ce  philosophe  ; 
il  énonce  une  des  plus  belles  et  aes  plus  im- 
portantes propriétés  de  l'espace  ;  la  démonstra- 
tion c|ue  l'on  vient  d'en  donner  est  très-simple, 
et  Ton  pourra  démontrer  cette   proposition 

Far  une  transposition  de  figures ,  telle  qu'on 
exécute  dans  le  jeu  des  énigmes  chinoises 
(note  5). 

On  démontre  facilement  que  i®  les  trian- 
gles CBG,  ABL  sont  égaux;  2^  le  premier 
triangle  est  la  moitié  du  carré  ABGD  et  le 
second  triangle  est  hi  moitié  du  rectangle  BIKL 
qu'on  forme  en  abaissant  de  A  la  perpendi- 
culaire AIK  sur  BG  et  LM  ;  donc  le  carré  est 
équivalent  au  rectangle;  on  démontre  de 
même  que  le  carré  AGF£  est  équivalent  au 
rectangle  GIRM;  donc  la  somme  des  deux 
carrés  est  équivalente  au  rectangle  entier 
BGLMy — on  est  invité  de  tirer  les  lignes  in- 
diquées. C'est  ainsi  qu'Eudide  démontre  cette 
célèbre  proposition ,  qui  est  la  quarante^sep- 
tième  de  son  premier  livre. 

224.  {Fig-  5o.)  Prenons  entre  AetGun 
point  quelconque  R,  et  menons  BR  ;  AG  étant 
divisé  en  deux  segmens  additifs  >  Ton  a 

AG^=AR«+GR^+2GR.  AR  (240)  ; 
donc        BG^=AB=4-AG='=AB^ 
+AR»+GR''+2GR.  AR; 
or  AB'+AR'  =  BRM2i5); 

donc  BG^  =  BR'-hGR>+2GR.AR. 
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Dans  le  triangle  BRG,  l'anf;le  II  est  essen- 
tiellement obtus;  le  carré  construit  sur  le  côté 
BG  opposé  à  l'angle  obtus  est  donc  plus  grand 
que  la  somme  des  carrés  BK'^GR^,  construits 
sur  les  deux  autres  côtés. 

Si  l*on  prend  R'  au  delà  de  A,  la  droite  ÂG 
étant  aloi*s  divisée  en  deux  segmens  soustrac- 
tifsy  oo  aura 

AG^=AR'»+GR'«— aGR'.  AR' 
etBG»=AB»+AR'»+GR'»— 2GR'.  AR' 

=:BR'»+GR'»— 2GR'.  AR'; 
dans  le  triangle  BR'G,  l'angle  R'  est  aigu.  Le 
carré  construit  sur  BG,  côté  opposé  à  l'angle 
aigu ,  est  donc  plus  petit  que  la  somme  des 
carrés  construit  sur  les  deux  autres  côtés. 

Les  deux  résultats  obtenus  s'énoncent  ainsi  : 

Dans  tout  triangle  obtusangle ,  le  carré  du 
coté  opposé  à  l'angle  obtus  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  construits  sur  les  deux  autres  côtés , 
plus  deux  fois  le  rectangle  construit  sur  un  de 
ces  côtés  et  snr  son  segment  adjacent  à  l'autre 
coté  et  formé  par  la  perpendiculaire  abaissée 
da  sommet  opposé. 

Dans  tout  triangle  le  carré  d'un  côté  opposé  à 
un  angle  aigu,  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
construits  sur  les  deux  autres  côtés,  moins 
deux  fois  le  rectangle  construit  sur  un  de  ces 
côtés  et  sur  son  segment  adjacent  à  l'autre 
coté. 

On  conclut  delà  immédiatement  qne  lorsque 
dans  un  triangle  le  carré  d'un  premier  côté  est 
éi^al  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres 
cotés ,  l'angle  opposé  au  premier  côté  est  droit, 
otle  triangle  est  rectangle.  C'est  la  réciproque 
du  théorème  de  Pythagore. 

Cette  réciproque  est  la  dernière  proposition 


io6  màwoEL 

du  premier  livre  d'Ëuclide:  il  le  démontre 
directement  de  cette  manière;  si  Ton  a  AB'-^^ 
AG'^s^BGS  Tangle  A  est  nécessairement  droit 
(Fig,  49)9  c^  ^u<st  si  A  n'est  pas  angb  droit, 
construisons  un  second  triangle  rectabfile ,  et 
ay^nt  AB  et  AG  pbui*  lés  deux  dotés  de  l'angle 
droit ,  il  est  évident  qiie  Thy^othénuse  de  ce 
triangle  sera  égale  au  côté  BG;  donc  les  detliL 
triangles  sont  égaux;  dohé,  etc. 

225.  (Fig.  49  bis.) Bi  datisie  ti^tahgle  AB€ 
on  mène  \éé  lignée  BP  f  BO  (  Tunè  perpendicu- 
lai^e  aur  AG ,  Tautre  au  milieu  O  deeette  ligntf  1 
on  aura  (^44) 

AB^«A0«  +  B0"+!4.A0.  OP, 
à  causé  de  Tanele  obtus  BOA  ; 

BC^=s:CO'-fBO^— 2.CO.OP, 
àoailse  de  raugleaigu  BOG. 
Ajoutabt,  l'on  ootterit 

AB'  4-  BC«  =  2  AO»  -f  3 .  BO»  ; 
car  AO  =  CO  ; 

d'oii  a  AB»  +  2  BC»  ==  4  A0« 

+4.  BO»  =  AC^ 4- 4.  BO»; 
résultat  qui  s'énonce  ainsi  : 

Deux  fois  la  somme  des  carrés  des  côtés  d'un 
triangle  est  égale  au  carré  du  troisième  côté; 
plus  }  quatre  fois  Je  carré  de  là  droite  qui  va 
du  milieu  de  ce  côté  au  sommet  opposé. 

Ainsi  le  carré  d'un  côté  d'un  triangle  est  tou- 
jours plus  petit  que  deux  fois  la  somme  des 
carrés  des  detix  aut^es  côléSs 

a:l6.  Dans  la  quadrilatère  ABCD,  si    nous 
.medons  la  droite  DO  ,  on  aura  de  même 
AD»  ^  CD  '  =i=  2  AO» + 2  DO' , 
donc  AD»  +  BC^  +  AD^  -4-  CD'  =  4.  AO» 
+  2 .  BO  •  -H  ï  DO*  ^  AC  » 
+  2.  BO' 4-2  DO  ; 
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Soit  I  le  miliea  de  BD  ,  on  a  donc  , 

Ainsi  dans  tout  quadrilatère  la  somme  des 
carrés  des  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  diagonales  ,  plus  quatre  fois  le  ca^^^é  dp  l^ 
droite  qui  joint  l|ss  points  milieux  de  ces 
diagonales.  Cette  propp^Jfpp  *  été  fJoB©^^  par 
Euler  dans  le#  çriéfpplres  ÎI9  l'Académie  de 
Pétersbourg.  (Cainpt,  Géoméfrie  de  position , 
pag.  328.  ) 

Lorsque  le  quadrilatère  est  un  par^llélo-^ 
gramme  ,  les  diagonales  se  coupent  mutuelle- 
ment en  deux  parties  égales,  çt  leur  point 
d'intersection  se  confond  avec  le  point  O  ; 
dans  ce  cas  seulemeat ,  la  somme  des  carr^g/jj^ç 
côtés  est  égale  à  }^  f ommiÇ  4^s  carrés  des  dia- 
gonales. 

Dans  tout  qua)[|rihitère  les  quatre  points 
milieux  son tj es  sommeJts  d'up  parallélogramme 
dont  Taire  est  la  moitié  de  celle  du  quadri^ 
latère;  cette  propné té  est  due  ^  Roberval. 

Propriétés  des  transifersales. 

a»7.  (  Fig.  5.  )  Deux  triangles  AEP , 
A|^ ,  ont  l'angle  A  en  commun  ;  EP  n'él 
tani  pas  parallèle  à  BC,  si  on  le  prolonge 
il  partage  le  côté  BC  en  deux  segmens  sous- 
traictifa  BG ,  CG  ,  de  même  qu'il  divise  AB 
et  AC  chacun  en  deux  segmens  additifs  • 
01%  il  exista  entre  les  six  segmens  une  pro- 
priété reiparquable ,  qu'il  est  important  de 
connaître.  Menons  les  droites  BF,  CE-  les 
triapgles  AEF,  BEF,  ay^nt  même  sommet  F 
et  néiDç  baMtei^r,  f o^t  ei^tre  eux  cooime  les 
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segmens  AE ,  BE ,  qui  leur  servent  de  base 
(201);  de    sorte  que  Ton  a 

AEF   AE 


et  de  même 


EEF  ~  BE  ' 
CEE   CF 


AEF        AF ' 
d'où  l'on  tire ,  en  multipliant , 

CEE  _  AE.CF 

BEF~  BE.AF* 
Mais  les  triangles  GEF ,  fiEF  ayant  même 
base  EF  ,   sont  entre  eux  comme  leurs  hau- 
teurs (201  )   BQ  ,     GP;    et    ces     hauteui*s 
étant  parallèles ,  l'on  a  BQ  :  GP  :  :  BG  :  CG; 

GEF        GG 

^^°^  BÊF  =  BG' 

AE.GF  _  CG 

BE.AF  ""  BG' 
d'oùAE.BG.CF  =s:BE.CG.AF(A). 
Si  Ton  prend  les  six  segmens ,  de  manière  à  ce 
qu'on  passe   d'un  segment  au  segment  adja- 
cent y  on  aura  cet  ordre  ,  AE ,  EB ,  BG,  GG , 
GF ,  FA. 

L'égalité  (A)  peut  donc  s'énoncer  ainsi  :  le 
produit  des  segmens  d'un  rang  pair  e£t  égal 
au  produit  des  segmens  d'un  rang  impair ,  en 
prenant  ces  segmens  dans  le  même  ordre.  En 
général ,  la  même  lettre  ne  doit  pas  être  ré- 
pétée dans  le  même  produit. 

Dans  le  produit  des  trois  lignes ,  on  suppose 
que  chacune  est  rapportée  à  l'unité  de  me- 
sure ,  et  exprimée  par  un  nombre. 

On  nomme  transversale  une  droite  EFG  qui 
coupe  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABG  ,  cha« 
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Clin  en  deux  segmens  ;  un  des  côtés  est  toujours 
coupéensegmens50M5/r/z^/^,  mais  ils  peuvent 
Tétre  tous  les  trois.  Par  exemple ,  la  droite  GBG 
coupe  les  trois  côtés  du  triangle  AEF  en  seg- 
mens soustractifs ,  AB,  B£,  EG,  GF,  FG, 
CAy  et  Ion  aura  aussi 

AB.EG.FC=BE.  GF.CA. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  que , 
lorsque  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  par- 
tagés chacun  en  deux  segmens ,  tels  qu'en  les 
prenant  par  ordre  le  produit  des  trois  seg- 
mens d'un  rang  pair  est  égal  au  produit  des 
segmens  d'un  rang  impair,  les  trois  points 
de  division  sont  sur  utie  même  droite. 

On  se  sert  avec  beaucoup  d'avantage  de 
cette  propriété,  dans  la  géométrie  pratique 
(  Voyez  le  Manuel  d'Arpentage  ) ,  pour  trou* 
ver  sur  le  terrain  trois  points  qui  soient  en 
ligne  droite ,  qui  soient  alignés, 

m8.  {Fig.ài.)  Les  trois  droites BIF,  CIE, 
AIO  passant  par  le  même  point  I ,  partagent  les 
côtés  du  triangle  chacun  en  deux  segmens  addi- 
tifs ,  entre  lesquels  existe  la  même  relation 
qu'entre  les  segmens  formés  par  la  transversale. 

En  effet,  les  six  triangles  ayant  pour  bases 
ces  segmens,  et  pour  sommet  commun  le 
point  1 9  donnent  les  proportions 

AIE  _  AE 

BIE  ""  51' 
GIF  _  CF 

AIF  ""  AF  • 
BIP  _  BO 

ôiU  ■"  GO* 


lO 
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Multipliant  ces  trois  éqiiatîons ,  il  vient 
AIE .  CIF .  BIP  _  AE.CF  .BO 

BIE .  AIB  .  OIG  ""  BE .  AF .  OC  ' 
AIE     AI.IE 

"*'  OÏG^OÏTÏG' 

car  ces  c|eux  triangles  ayant  ^^  a^gle  égal, 
opposé  par  le  sommet,  sont  entre  eux  comme 
les  proauits  des  côtés  qui  comprennent  cet 
ai^lç}  et  par  la  même  raison  Ton  a 

CIF  _  IC .  IF 

BÎË  ""  BI.IE 
BIO        BI.IO 


Il  ■_*!  I. 


M 


AIF       AI .  IP 

Multipliant  ces  trois  égalités  ensemble  »  on 
obtient 
AIE .  CIF .  BÏO  _  AI .  lE .  CLjFjI^IO 

01C-BiE.AlF""QI.iC.BI.IE,AI.ÏJF' 
.      AE.CF.BO 

^^°"  *"'''      BE.AF.CO  =  '  ' 

et         AE.  CF. B0=:  BE.AF.CO  (B). 

Cette  propriété  existe  également  lorsque  le 
point  1  est  hors  du  triangle  ;  il  y  a  alors  des 
•e«iiien&  q|ii  deviennent  souatraelifs. 

Il  est  feeile  de  démontrer  la  réciproque  f 
savoir ,  si  Ton  prend  ti'oi»  points  de  division 
E,  F ,  0 ,  sur  les  tr^is  càtAsi  tf un  triangle  ,  tels 
que  les  segmens  i^ey^f  Usse^t.  ta  condition  énon- 
cée en  (B),  les  trois  droites  AO,  BF,  CE, 
passent  nécessairement  par  le  même  point  I. 
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Propriétés  harmoniques. 

229.  En  divisant  l'un  par  l'autre  les  mem- 
bres des  équations  (A)  (p.  108)  et  (B) ,  il  vient 

AE.BG.CF      BE.CG.AF 

AE.CF.BO"~BE.AF.CO' 
d'où  l'on  tire ,  en  simplifiant  les  fractions , 

BG  _  CG 

BO  ^  CÔ' 
ou  bien      BG.COc=rBO.GG(G). 

La  droite  BG  est  divisée  en  trots  segmen  s 
additifs,  BG»  BO,  CO;  BO  est  le  segment 
moyen  ;  BG  et  GO  sont  les  segmens  extrêmes  ; 
la  propriété  (G)  peut  donc  s'enohcer  ainsi  c 

La  droite  GG  est  partagée  en  trois  segmens 
additifs  »  tels  que  le  produit  du  segment 
moyen  pai*  la  ligne  entière  est  égal  au  produit 
de  deux  segmens  extrêmes. 

Toutes  les  fois  qu'une  droite  est  divisée  en 
trois  segmens  additifs  ayant  entre  eux  cette 
relation ,  on  dit  que  la  droite  est  divisée  har- 
moniquement  (note  6)^  et  la  proportion  fon- 
dée sur  cette  relation  1  savoir ,  BG  t  GG  e  t  BO  ! 
GO  est  utie  proportion  harmonique. 

23o. 

GG  _  BG  +  BG  BG 

BG  ~       BG      ""  '  ■^'BG 

comme  BG  a  toujours  méraearandeur)  il  s'ensuit 

3 lie  ce  rapport  varie  avec  BG  ;  si  l'on  suppose 
onc  que  la  transversale  EFG  tourne  autour 
du  point  E^  et  que  l'intersection  G  aille  sans 
cesse  eu  s'éloignant,  BG  croîtra  indéfiniment; 
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le  rapport  ^r;  ira  sans  cesse  en  diminuant , 

et  le  rapport  —7  s'approchera  de  plus  en  plus 
d'étre  égal  à  l'unité  ;  donc  aussi  le  rapport 
^Tjr  ,  égal  à  ^nr  »  s'approche  de  la  même  limite  ; 

CjU  Lut 

elle  est  atteinte  lorsque  la  transversale  devient 

BO 

parallèle  à  BG  ;  alors  donc  ^qr  =  i  ,  ou  BO 

=:  CO  ;  et  le  point  O  est  au  milieu  de  BG  ;  de 
là  on  déduit  cette  propriété. 

(JF^.  5o  bis,)  Lorsqu'on  divise  un  triangle 
ABG  en  trapèzes  par  des  droites  EF^  IlL, 
MU,  menées  comme  on  voudra,  parallèle- 
ment à  la  base  BG ,  les  points  d'intersection 
I9  1,  If  des  diagonales  de  ces  trapèzes, 
sont  rangés  sur  une  même  droite ,  passant 
par  les  milieux  des  parallèles  et  par  le  sommet 
du  triangle. 

a3i.  Supposons  maintenant  que  la  trans- 
versale tourne  autour  du  point  G  (Jig.  5i); 
les  points  E ,  F ,  I ,  changeront  sans  cesse  de 
position  ;  mais  le  point  O  sera  fixe  ;  car,  de  la 
proportion  harmonique^  on  tire  celle-ci 

BG+GG  :BG::BO-{-GO  :  BO; 
ou  BG  +  GG  :  BG  :  :  BG  :  BO; 

or,  les  trois  premiers  termes  de  cette  propor- 
tion conservent  même  valeur  quand  toutes 
les  transversales  passent  par  le  même  point  G  ; 
donc  aussi  le  quatrième  terme  BO  ne  changera 
>as  :  ainsi  le  point  de  division  O  est  toujours 
e  même  ,  et  la  droite  AO  est  fixe  ;  donc  le 


E 
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point  I  reste  toujours  sur  une  même  droite  ; 
de  là  cette  propriété. 

(jP/^.  5o  ter,)  Lorsqu'on  divise  un  triangle 
ABC  en  quadrilatères  par  des  transversales 
£Fy  KL,  MN,  qui  partent  d'un  même 
point  G,  les  points  d'intersection  I  »  I ,  I  ,  des 
diagonales  des  quadrilatères  sont  snr  une 
même  droite,  passant  par  le  sommet  du  trian- 
gle et  divisant  harmoniquement  toutes  les 
transversales. 

Cette  propriété  et  la  précédente  n'en  forment 
proprement  qu'une  seule  ;  car  on  peut  consi- 
dérer les  parallèles  comme  des  transversales 
dont  le  pomt  de  rencontre  est  situé  à  l'infini 
(58). 

M.  Poncelet  croit  que  cette  belle  proposi> 
tion  est  due  à  Bésargues.  (Propriétés  projecti- 
ves,  p.  89,  note.  )  Elle  a  été  démontrée  par  de 
La  Hire  dans  son  mémoire  sur  -les-  propriétés 
des  trapèzes;  par  ce  mot  il  désigne  un  quadiî- 
latère  quelconque.  (Mémoire  de  l'académie  des 
sciences,  17219p.  23 1.) 

On  fait  un  grand  usage  de  ces  propositions 
dans  la  géométrie  pratique  pour  prendre  des 
alignemens ,  diviser  une  droite  en  parties 
égales ,  etc.  (  Foyezles  ouvrages  divers  de  MM. 
Servois  et  Brianchon.  ) 

282.  (J^ig*  5 1  bis,  )  Si  d'un  point  quelconque 
A  situé  hors  d'une  droite  BG,  divisée  har- 
moniquement ,  on  mène  des  droites  AB ,  AO, 
AC ,  AG ,  aux  points  de  division ,  on  forme 
quatre  triangles  ABG ,  ABO,  AOG,  AGG, 
entre  lesquels  existe  même  relation  qu'entre 
les  segmens  ;  car  les  aires  de  ces  triangles , 


!•** 
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tous    de    même    hauteur ,  sont  'entré    «lies 
comme  leurs  bases  ; 

BG     ABG 

on  a  donc 


CG" 

ACG 

BO 

ABO 

C0~ 

ACO' 

BG 

CG" 

BO 

ABG 

ABO 

or 


^"'^^^  AGG-AOC 

ou  bien  ABG  .  AOG  «s  ABO  .  ACG  ( G  )»  ce 
qu'il  fallait  démontrer*  Menant  dans  T^ngle 
BAG  ,  une  droite  quelconaue  KLMN  ,  on 
formera  encore  quatre  trian|;les  AKN ,  AJK.L , 
ALM  y  AMN  f  ayant  respectivement  un  angle 
commun  avec  les  quatre  précédens; 

ABG     AB  «  AG 

onauradonc^^=^g-^, 

AOCAO  AC 

ÂLM""AI^.AM' 
d'où  en  multipliant 

ABG  AOC   AB  .  AG  >  AO  .  AC 

AKN^  ALM  ""  AK  .  AN  .  AL  ;  AM  ' 

on  prouvera  de  même  qtie 

ABO    AGG        AB.AO.AC.AG 

AKLÂM^  "^  AK.AL.AM.AN* 
,    ABG    AOC  _  ABO   ACG 

'*''''  ÂKN    ÂLM  "ÂïaAMN^^^' 
et  à  cause  de  l'équation  (  G  ) , 

AKN  .  ALM  =  AKL  .  AMN5 
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et  comîne  les  aires  de  ces  triangles  sont  fttitt*e 

elles  comme  leurs  bases  , 

OQ  aura  doDc  KN  .  LM  «  KL .  MN  (E). 

Ainsi  Ift  droite  KN  est  aussi  divisée  harmoni*- 

quemetit. 

Les  quatre  droites  qui  votit  d'un  point  Â 
aui  points  de  division  et  aux  extrémités  d'une 
droite  divisée  harmoniquement ,  fot'mdnt  un 
faisceau  harmonique  4  la  propriété  (D)  est 
dono  susceptible  de  cet  énoncé  1 

Toute  droite  interceptée  dans  un  faisceau 
harmobiqueest  diviëée  barmoniquemeilt  |  lors- 
que la  droite  interceptée  est  parallèle  à  un  deiè 
côtés  du  faisceau,  les  deux  segmens  interceptés 
sont  égaux  (a3o). 

Il  est  fadile  de  démontrée  qlie  ti^ois  oétés 
d'un  faisceau  baflnonique  fortf»ent|  avec  le 
drolodgément  du  quatrième  côté»  un  second 
faisoeau  harmonique;  et  en  led  prolongeant 
tous  les  qliatre  ^  il  eat  facile  de  compteûdre 
qu'au  mo3'en  d'un  seul  faisceau  harmouique^ 
on  peut  s'en  procurer  sept  autres;  en  enet, 
désignant  les  quatre  côtés  du  faisceau  donné 
par  les  nombres  i ,  2,  3  ,  4>  ^^  leurs  prolon- 
gemens  respectifs  par  5^6,  7  y  S  ;  on  aura 
ces  8  faisceaux  harmoniques 

1^34;  2345  ;  3456  ;  45^7$ 
5678;  6781;  7812;  8123. 

233.  {Fig,  9i  bis*  )  L(îrsqtic  l'angle  BAO  est 
égal  à  l'angle  OAC  ,  les  aires  deis  deux  triangles 
BAO ,  AUG ,  sont  entre  elles  éoiiime  les 
rectangles  AB.  AO  et  AO  .  AG^  ou  comme 
les  droites  AB  et  AC  ;  mais  ces  aires  sont 
aussi  comme  les  segmens  BO  et  OG  ;  donc  on  a 
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CO  _  AO 
BO  ~"  OD 
d'où  CO  X  OD  =  AO  X  BO. 

La  proportion  peut  s^énoncer  ainsi  :  Le  pre- 
mier segment  de  ta  j^^remière  corde  est  au  pre- 
mier segment  de  la  seconde  corde  comme  le 
second  segment  dé  la  seconde  corde  est  au 
deuxième  segment  de  \a  première  corde. 

On  dit  alors  que  les  deux  cordes  se  ùùu- 
penî  en  parties  inifersement  ou  réciproque- 
ment proportionnelles. 

Deuxième  cas.  Les  deux  triangles  ABI  » 
GID  /  sont  équiangles  \  car  les  angles  A  et  D 
sont  égaux  ,  et  Tangle  I  est  commun;  on  a 
donc  la  proportion      AI  :  DI  :  :  BI  :  CI. 

AI  et  CI  sont  les  segmens  soustractifs  de  la 
corde  AC  ;  DI ,  BI ,  sont  ceux  de  la  corde  BD  ; 
ce  résultat  s'énonce  ainsi  : 

Deux  sécantes  lA ,  IB  ,  partant  d^  un  même 
point,  sont  réciproquement  proportionnelles 
à  leurs  parties  extérieures, 

i'i6.  Faisons  tourner  la  sécante  IfiD  autour 
du  point  I,  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  devenue 
tangente  en  M  ;  alors  la  partie  ID  devient 
égale  à  sa  partie  extérieure  IB  et  l'oh  a 

AI;MI::MI.CI. 

Doue  si  d'un  même  point  Ton  mène  une 
tangente  et  une  sécante ,  la  tangente  est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  et 
sa  partie  extérieure. 

On  peut  aussi  démontrer  cette  proposition 
coriime  la  précédente ,  en  menant  les  droites 
MG,  MA)  et  comparantes  côtés  homologues 
^es  triangles  équiangles  MGI,  MAI. 
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mêfne  moyen  de  démonstration  que  ci- dessus 

(232). 

Si  BG  est  partagé  harmoniquement,  aloi*s 
on  a  tiO  X  CG=  OC  X  BG  ; 

delà  on  conclutKL  X  MN  =  LM  X  KN , 
et  on  retombe  sur  la  propriété  (D)  (  232}. 
Si  BG  est  parallèle  à  KN,  alors 
KL        AL  _  LM       AM  _  MN  _  AN 

BO  "  AO  ""  OC   ~  AC   ■"  CG    ~  CG 

£t  ces  dernières  relations  existent  en  quelque 
nombre  de  segmens  que  la  droite  soit  par- 
tagée. 
Ceux  qui  désirent  plus  de  détails  sur  les 
ropriétés  harmoniques  consulteront  avec  fruit 
e  traité  complet  que  M.  Poncelet  a  publié 
en  1822  sur  les  propriétés  projectives  des 
figures. 


r. 


Lignes  proportionnelles  considérées  dans  le 

cercle. 

235.  (-Fig*  52.)  Deux  cordes  non  parallèles 
se  coupent  réciproquement  en  deux  segmens 
additifs,  si  le  point  d'intersection  est  dans 
Fintérieur  de  la  circonférence  \  telles  sont  les 
cordes  AB,  CD.  Les  segmens  sont  soustrac^ 
tifs  si  le  point  d'intersection  est  hors  de  la  cir- 
conférence ;  telles  sont  les  cordes  AC^BD, 
qui  se  coupent  en  I.  Dans  les  deux  cas  ,  le 
produit  des  segmens  d'une  corde  est  égal  au 
produit  des  deux  segmens  de  l'autre  corde. 

Premier  cas.  Les  angles  A  et  D  sont  é^aux 
(i55)  ;  il  en  est  de  même  des  angles  ABD  pf 
ÀGD  ;  donc  les  deux  triangles  ACO ,  BOD ,  f 
équianglesy  et  Ton  a 
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CB  .  IC .  CB 


aire  du  triangle  BCI  = 

d'où  CBO .  AGI  =  ACO .  BCI 
à  cause  de  lequation  (i)  du  paragraphe  précé- 
dent ,  mais  ces  quatre  triangles  de  même  som- 
met ,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases.  Donc 
la  sécante  lA  est  dipiséè  harmoniquement 
par  la  corde  CD,  qui  réunit  les  points  de 
contact. 

239.  {Fig.  53  *i5.)  Soit  maintenant  ABGD, 
un  quadrilatère  inscrit  quelconque  ;  faites 
Tangle  MBD  égal  à  l'angle  CBO,  les  deux  tri- 
angles CBA,Ml)B,  étant  équiangles,  foui-nîs- 
sent  la  proportion 

BD:AB:tMD:AC; 
d'où  BD  X  AC  -^  AB  X  MD. 

Les  triangles  CMB  et  ABD  étant  équian- 
gles, donnent 

CBrABî:CM:AD; 

d'où  CB  X  AD  =  AB  xCM. 

Ainsi  BDx  AC4.CBxAD=  ABxMD -f 

AB  X  CM  =  AB  (MD  +  CM)  =  AB  x  CD 

Ce  résultat  s'énonce  ainsi  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  dans  un 
cercle  y  la  somme  des  produits  des  côtés  op- 
posas est  égale  au  produit  des  deux  diago^ 
nales.  Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de 
théorème  de  Ptolémée . 

La  réciproque  est  vraie  j  en  effet  soit  ABCD 
un  quadrilatère  quelconque,'  sur  BD  construi- 
sons un  triangle  BDP  semblable  au  triangle 
ABC  ;  de  sorte  que  BD  soit  homologue  à  BC  ; 
DP  à  AC  et  BP  à  BC }  les  deux  triangles  PBC 
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et  ADD  seront  aassi semblables,  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportion- 
nels,  établissant  des  proportions  comme  ci- 
dessus  on  aura 

BDX  AC+BCx  AD  =  AB(PD  +  PC) 
or  PD+PC>CD 

Donc  dans  un  quadrilatère  non  inscriptible 
le  produit  des  diagonales  est  plus  grand  que 
la  somme  des  produits  des  côtés  opposés. 

240.  {Fig.  53.  )  Les  angles  A CB,  ADB, 
étant  supplémens  Tun  de  l'autre,  lesaii*es  des 
deux  triangles  ACB ,  ADB ,  sont  entre  elles 
comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent 
ces  angles;  mais,  à  cause  de  la  base  commune 
AB ,  ces  aires  sont  entre  elles  comme  les  per- 

Êendiculaires  abaissées  de  G  et  D  sur  cette 
ase  ;   perpendiculaires  qui  sont  entre  elles 
comme  CO  :  OD. 

Donc       ACxCB:  ADXDB::C0:0D; 

tf  où  ACxCB+AD  X  DB  :  AG  X  GBi  :  CD  :  CO. 

On  aura  de  même 
CB  X  DB  +  AD  X  AG  :  CBxDB  :  :  AB  .  BO  ; 
AG  X  GB+ AD  X  DB  AG    CD  GO 

^^       BGxDB+ADxAG  DB'aB  BO* 

Or,  à  cause  des  triangles  équiangles  ACO, 

AG      GO 
OBD^  l'on  a 


donc 


BD^BO* 
ACxGB+ADxDB      CD 


CBxDB+ADxAG      AB' 

Les    deux  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscrit    sont  entre  elles  comme  les  somme 
des  produits  des  côtés  qui  aboutissent  "'• 
extrémités  de  ces  diagonales. 
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La  réciproque  peut  se  démoutrer  ainsi  : 
avec  les  quatre  côtés  AC ,  CB,  BD,  DA, 
du  quadrilatère  inscrit,  construisons  un 
autre  quadrilatère  A'  B'  C  D' ,  différent  du 
premier  ;  At  est  l'angle  correspondant  à  A  ; 
F  à  B  ,  etc. ,  soit  A^F  >  AB  ;  donc  l'angie 
jy  est  plus  grand  que  l'angle  D  el  G  plus 
grand  que  l'angle  C  (70)  ;il  faut  donc  que  CD' 
soit  plus  petit  que  CD,  ain6n  les  angles  B'  et 
A'  seraient  aussi  plus  grands  respective- 
ment que  B  et  A ,  ce  qui  est  impossible  (86}  ; 

A'B'  ^  AB 
ctonc  _.>_,etc. 

Cette  démonstration  ^oppose  qn^aiiec  quatre 
côtés  donnés  y  on  peut  tcKrjoiirs,eoB8trcHre  nn 
quadrilatère  inscriptibte.  Je  dois  ia  dé' 
Bèo^iraiien  et  ia  comstnêetion  à  un  ami , 
à  M.  Léger,  chef  dinstitutiùm  à  MontmO' 
rencjf^  (Voir  note  7;  ) 

34 1 .  (  Fig.  5S  dis.  )  S  le»  am^  MBD,  MBG, 
sont  égaux ,  les  deux  trianj^es  CBM ,  B&D , 
devientvent  équiansles,  et  donnent  la  propor^ 

tionCB:BK   ;:  BM  :  BD  î 

d'oùCB  xBD==BM  X  BR=  BM(BM+M») 
::pBM^  4- BM  x  MR  =  BM»  +  CM  x  MD. 

Dans  tout  triangle,  si  on  divise  un  angle  en 
deux  parties  égales,  le  pir€>duit  des  côtés  de 
l'angle  est  égal  au  produit  des  segmens  for- 
més sur  le  coté  opposé,  plus  le  carré  de  la 
droite  de  division. 

Une  propriété  analogue  a  lieu  lorsqu'cm  di- 
vise l'angle  adjacent  en  deux  partie»  égales* 

a4a.  {Fig.  53  ter.)  Si  BMR  est  un  dinmè» 
tre ,  BDR  est  un  an^e  droit  ;  et  si  BO  est 
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perpendiculaire  sur  CD ,  les  deuK  triangles 
GBO^  BDR,  seront  équiangles  ,  et  donnent 

CB:BRx:  BO:£D; 

d'où  CB  X  BD  =  BR  X  BO. 

Ainài  y  dans  tout  triangle ,  le  produit  des 
deux  côtés  est  égal  au  produit  de  la  hauteur 
abaissée  eut  le  troisième  côté ,  multipliée  par 
le  diamètre  du  cercle  circonscrit. 
Soit  A  Taire  du  triangle  CBD^  on  a  donc 

A=^BÔxCD, 

d'où  B0==:^, 

et  par  conséquent 

CBxBD  =  BRx  ^, 

CBxBDx  CD  =  2A.  BR, 
CB  X  BD  X  CD 

aBR 

Ainsi ,  l'aire  d'un  triangle  est  égale  au  pro' 
duit  des  trois  côtés ,  divisé  par  le  double  du 
diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Cette  même  aire  est  évidemment  égale  à  la 
somme  des  trois  côtés  multipliée  par  Ta  moitié 
du  rayon  du  cercle  inscrit  (  1 86  ). 

Lorsque  deux  triangles  ont  un  anpie  égal 
ou  supplément  l'un  de  l'autre»  les  cotés  op- 
posés à  ces  angles ,  sont  entre  eux  comme 
les  rayons  des  cercles  circonscrits  (202). 

Théorie  des  pôles  et  des  polaires. 

243.  Par  le  point  B  {Fig.  53)  soit  menée 
la  tangente  BK  coupant  en  K  la  droite 
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contact .  DCK',  on  démontre  comme  au  para- 
graphe 238 ,  que  Ton  a 

BGK .  BDO  =  BGO .  DBK 

donc^  la  droite  KD  est  dirigée  harmoniaae- 
ment  en  G  et  en  O  j  la  même  propriété  a  lieu 
si  on  mène  la  tangente  au  point  A;  donc  les 
deux  tangentes  menées  en  A  et  en  B  se  ren- 
contrent en  un  point  K  située  sur  la  direction 
de  CD. 

Goncevons  que  la  sécante  IBA  tourne  au- 
tour du  point  1 ,  les  points  A  et  B  du  quadri- 
latère varieront ,  mais  les  points  G  ,  D,  restent 
fixes,  ainsi  que  la  droite  CD;  le  point  K  va- 
riera aussi,  mais  restera  toujours  sur  la  droi- 
te fixe.  Par  conséquent,  en  prenant  sur  le 
prolongement  d'une  corde  GD  un  point  quel- 
conque K,  et  menant  deux  tangentes  ,  les 
cordes  qui  réunissent  deux  points  de  contact 
isimultanés  passent  par  le  même  point  I,  situé 
hors  du  cercle. 

Les  sécantes  lA  ,  IS,  étant  divisées  harmo- 
niquemçnten  B,  O,  Q,  P  (238)  ,  il  s'ensuit 
que  si  l'on  mène  les  diagonales  BS  ,  AQ  , 
leur  point  d'intersection  N  est  situé  sur  la 
droite  GD,  qui  joint  les  points  de  contact  des 
tangentes  qui  partent  du  même  point  I  (2^5  ). 

Les  trois  droites  SA  ,  QB ,  DG  ,  se  rencon- 
trent en  un  même  point. 

Si  Ton  prolonge  AG,BD,  jusqu'à  ce  qu'elles 
se  coupent  en  un  point  L,  et  soit  L' le  point 
de  rencontre  de  Al)  et  de  BG,  la  droite  LL' 
passera  par  le  point  Ij  car  AOBI  est  divise 
Iiarmoniq  uemen  t. 

Si  par  1p  '        1/  on  mène  deux  tan- 
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gentes,  la  droite  qui  joint  les  points  de  con- 
tact passe  par  le  point  O. 

a44-  {^^g'  540  Lorsque  les  sécantes  lA, 
IS  ,  retranchent  de  la  circonférence  des  arcs 
égaux  AB ,  QS ,  l'intersection  M  des  cordes 
transverses  BS  ,  AQ,  est  alors  au  milieu  de  la 
corde  CD,  et  la  droite  IMT  est  un  diamè- 
tre et  divise  Tangle  AIS  en  deux  parties 
égales.  Si  donc  on  mène  la  droite  IK  per- 
pendiculairement à  ce  diamètre ,  elle  formera, 
avec  les  deux  sécantes  et  le  diamètre,  un 
faisceau  harmonique  (233).  Prolongeant  BS 
jusqu'en  K,  la  droite  KS  sera  divisée  harmo- 
niqaement  en  B  et  en  M;  et  si  du  point  K  on 
mène  deux  tangentes  à  la  circontérence^  la 
droite  qui  joint  les  points  de  contact  passe 
par  le  point  M  {1^0).  Le  point  K  est  pris 
arbitrairement  sur  la  droite  El  ;  le  point 
M  et  la  perpendiculaire  El  sont  donc  liés 
par  une  relation  analogue  à  celle  qui  existe 
entre  le  point  I  et  la  droite  CD ,  Fig,  53. 
Cette  relation  peut  s'énoncer  ainsi  :  Menant 
de  tous  les  points  d'une  droite  des  couples  de 
tangentes,  les  cordes  qui  joignent  les  points 
de  contact  de  chaque  couple  passent  toujours 
par  le  même  point ,  auquel  on  a  donné  le 
nom  de  pôle  (7ro)i&)  ,  je  tourne)  ,  parce  que 
les  cordes  semblent  tourner  autour ,  et  la 
di'oite  a  reçu  le  nom  de  polaire.  Kl  étant 
la  polaire  ,  M  est  son  pôle  situé  dans  le  cer- 
cle, -^îg'  54,  et  CD  étant  la  polaire,  I  est  son 
Îiôle ,  Fig,  53  ;  les  deux  polaires  Kl ,  CD ,  et 
es  deux  pôles  M ,  I ,  se  correspondent  ;  la 
position  d'une  des  quatre  étant  connue,  celle 
des   trois  autres  est  déterminée. 
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Soit  £  le  centre  du  cercle  et  par  conséquent 
le  liiilieu  du  diamètre  TO;  de  la  proportipn 
harmonique 

TM:TI::MO:OI, 

on  déduit  celle-ci: 

TM  +  MO  :  TM— MO  :  :  TI+OI  :  TI— 01 , 
ou  OT  :  2ME  :  :  OT-faOI  :  OT. 

Divisant  les  quatre  termes  par  deux,  il  vient 

EO:ME  ::  EO  +  OI  :  EO; 

or,  EO  +  OI=:EI. 

Ainsi,  le  rayon  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  EM  et  El. 

245.  Il  est  aisé  de  prouver  qi^ 'étant  donnés 
deux  polaires  quelconques  avec  leurs  pôles, 
l'intersection  des  deux  polaires  est  le  pôle  de 
la  droite  qui  réunit  les  deux  pôles.  Cette  pro- 
priété des  polaires  facilite  la  solution  de 
beaucoup  de  problèmes;  nous  en  donnerons 
des  exemples. 

246.  (Fig.  55  his.  J  Soit  âBG  un  triangle 
rectangle. 

Faisant  passer  une  circonférence  par  les  ti^ois 
sommets  du  triaode,  AC  sera  un  diamètre  et 
les  deux  autres  cotés  des  cordes  :  considérés 
ainsi,  les  énoncés  du  paragraphe  (ai4)  se 
changent  en  ceux-ci  : 

La  perpendiculaii*e  BP  »  abaissée  d'un  point 
de  la  circonférence  sur  un  diamètre  »  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
mens  du  diamètre:  la  corde  BP,  qui  aboutit  à 
un  diamètre ,  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  et  le  segment  adjacent, 
formé  par  la  perpendiculaire  sur  le  dianiètre , 
abaissée  de  l'autre  extrémité  de  la  corde. 
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Suite  des  problèmes.  (Voir  page  8i.) 

247.  Problême  XXVIII.  {Fi^,  49  ^^^') 
Trouver  une  quatrième  proportionnelle  aux 
ti-ois  droites  AE ,  BE ,  AF  ? 

Solution.  Menez  deux  droites  sous  un  angle 
quelconque  ;  à  partir  du  sommet ,  portez  sur 
un  des  côtes  de  l'angle ,  et  a  la  suite ,  les  lon- 
gueurs AEy  BE ,  et  sur  l'autre  côté  la  longueur 
AF  ;  joignez  E  et  F  ;  menez  BG  parallèle  a  EF, 
et  FG  sera  la  quatrième  proportionnelle  cher- 
chée ;  car   l'on   a  AE  !  BE  :  :  AF  i  FG    (^  18). 

Si  AE  est  égal  à  BE ,  la  ligne  tiouvée  FG  est 
une  troisième  proportionnelle. 

24s.  Problème  XXIX.  (Fig.  5o  bis.) 
Etant  donnée  la  longueur  AL,  trouver  une 
droite  qui  soit  à  celle-ci,  comme  deux  nom- 
bres donnés ,  par  exemple,  comme  2:3? 

Solution.  Menez  deux  droites  sous  un  angle 
quelconque  BAG  ;  à  partir  du  sommet,  portez 
sur  un  des  côtés  trois  parties  égales  AM ,  MK , 
K£  y  de  longueur  arbitraire  ;  portez  AL  sur 
le  second  côté  ;  joignez  £L ,  et  menez  EF  pa- 
rallèle à  KL,  AF  sera  la  longueur  cherchée; 

car  AL  :  AF  :  :  AK  :  AE  :  :  2  :  3. 

Si  les  deux  nombres  donnés  sont  fraction- 
naires, on  les  réduit  an  même  dénominateur, 
et  ils  seront  entre  eux  comme  les  numérateurs. 

a49-  Problême  XXX.  ^  (  Fig.  49  -  ^^'*'  ) 
Diviser  la  droite  AG  en  deux  segmens  addition- 
nels ,  qui  soient  entre  eux  comme  deux  lon- 
gueurs donnés  AE,^EB? 
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Solution,  Commencez  comme  pour  le  pro- 
blème XX'VIII;  joignez  BC  et  menez  EF  pa- 
rallèle ;  AF ,  FG ,  sont  les  segmens  cherchés. 

250.  Pboblème  XXXI.  Diviser  ÂF  en  deux 
segmens  soustractifs,  proportionnels  à  deux 
segmens  données  B£  »  AB  ? 

Solution.  Portez  AB,  B£  sur  un  des  cotes 
de  Tangle  j  joignez  F£  ;  menez  la  parallèle  BG  ; 
AG ,  GF  sont  les  segmens  cherches  ;  AB  :  BE  :  : 
AC  :  GF. 

25 1.  Pboblème  XXXII.  {Fig  5o  bis.)  Di- 
viser la  droite  AG  en  segmens  pi*oportionneIs 
aux  lignes  données  AM,  MK,  R£,  £B  ? 

Solution.  Tirez  deux  droites  sous  un  angle 
quelconque  ;  portez  de  suite ,  et  à  partir  du 
sonunet»  les  parties  AM,  MK,  KE ,  £B,  etc. , 
sur  un  côté,  et  sur  l'autre  la  longueur  AC  ;  joi- 
gnez G  et  le  dernier  point  de  division  Bj  menez, 
par  les  autres  points  de  division ,  les  parallèles 
MN,  KL,  EF ,  et  la  droite  AC  sera  partagée , 
comme  il  a  été  demandé  dans  la  ngure,  et  - 
divisée  en  quatre  segmens. 

a53.  Pboblème  XXXIII.  Diviser  une  droite 
en  un  nombre  donné  de  parties  égales? 

Solution.  Gomme  pour  le  précédent ,  on 
prend  les  parties  AM ,  MK ,  égales  entre  elles 
et  de  longueur  arbitraire,  et  autant  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  nombre  donné. 

253.  Pboblème  XXXI V.  (  Fig.  5o  ter.  ) 
Etant  donnés  les  deux  segmens  consécutifs 
BO  ,  OC,  trouver  un  troisième  segment  GG, 
qui  forme,  avec  les  deux,  une  proportion  har- 
monique ? 
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Solution.  D*un  point  quelconque  A ,  menez 
ies  trois  droites  AB ,  AO ,  AG  \  d'un  point  quel- 
conque I,  pris  sur  AO,  menez  les  droites 
transversales  GIM ,  BIN ,  rencontrant  AB  en 
M  etAG  en  N;  menez  MN,  que  vous  prolon- 
gerez jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  BG  en  G,  qui 
sera  le  point  demandé.  On  voit  ce  qu'il  fau- 
drait faire ,  si  les  points  B,  G,  G,  étant  donnés , 
il  fallait  trouver  le  point  intermédiaire  O. 

254.  Problème  XXXV.  (Fîg.  49  '«'*•) 
Etant  données  la  base  BE,  la  hauteur  AF, 
d'un  rectangle,  construire  sur  A£^  comme 
base ,  un  rectangle  équivalent  ? 

Solution,  La  même  que  pour  le  problème 
XX\1II;  GF  est  la  hauteur  cherchée. 

255.  Problème  XXXVI.  [Fig.  55.)  Etant 
données  la  base  AP,  la  hauteur  PG  d'un  rec- 
tangle, trouver  le  côté  du  carré  équivalent? 

Solution.  Portez  AP,  PG  ,  à  la  suite  Tun  de 
l'autre ,  sur  la  longueur  AG  comme  diamètre  ; 
décrivez  une  demi-circonférence  ;  élevez  en  P 
la  perpendiculaire  BP  ;  elle  est  le  côté  cherché 
du  carré  équivalent  (240]. 

256.  Problème  XXXVII.  Trouver  une  lon- 
gueur moyenne  proportionnelle  entre  deux 
longueurs  données  AP,  PG? 

Solution.  La  même  que  pour  le  problème 
XXXVI. 

257.  Problème  XXXVIII.  [Fig.  55.)  Par- 
tager une  droite  A  G  en  deux  segmens  ad- 
ditifs, dont  le  rectangle  soit  équivalent  à  un 
carré  donné? 

Solution,  Sur  AG ,  comme  diamètre ,  décrivez 
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une  circonférence  ;  éleTcz  en  A  une  perpendi- 
culaire au  diamètre ,  sur  laquelle  vous  prenez 
AQ  égal  au  coté  du  carré  donné  ;  par  Q  vous 
menez  une  parallèle  au  diamètre  AG  ;  elle  cou- 
pera la  circonférence  en  deux  points  M  et  N, 
desquels  vous  abaissez  les  perpendiculaires  MP', 
NR;  les  segmehs  cherchés  sont  AP,  P'G,  ou 
bien  AR,  RC  ;  il  est  évident  qu'on  a  APt^RG 
et  P'G  sz  AR  ;  il  y  a  donc  deux  solutions  qui 
donnent  les  mêmes  segmens. 

Lorsque  AQ  est  égal  à  la  moitié  de  AG,  la 
parallèle  QMN  devient  tangente  à  la  demi- 
circonférence,  et  il  n'y  a  qu'une  solution. 

Lorsque  AQ  est  plus  grand  que  la  moitié  de 
AC  ,  le  problème  est  impossible. 

258.  PaoBLÂME  XXXIX.  Connaissant  le 
produit  et  la  somme  des  deux  côtés  adjacens 
d'un  rectangle,  construire  le  rectangle? 

Solution.  Soit  AG  la  somme  et  AQ  le  côté 
du  carré  équivalent;  le  reste  comme  au  pro- 
blème précédent;  les  côtés  cherchés  sont  AP', 
FC. 

On  peut  décomposer  AG  d'une  infinité  de 
manières,  en  deux  segmens  additifs  :  le  plus 
grand  de  tous  les  rectangles  qu'on  peut  for- 
mer avec  ces  segmens  est  celui  qui  correspond 
à  AQ  =  ^AG;  alors  ce  rectangle  devient  uti 
carré  ;  de  là  on  conclut  que  de  tous  les  rectangles 
qui  ont  le  même  contour,  le  carré  est  celui 
aont  l'aire  est  la  plus  grande. 

259.  (Fig,  55.  )  Problème  XL.  Partager  la 
droite  AG  en  deux  segmens  soustractifs,  dont 
le  rectangle  soit  équivalent  à  un  carré 
donné  ? 
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Solution,  Sur  AC,  comme  diamètre,  dé- 
crivez une  circonférence;  en  A,  élevez  une 
perpendiculaire  égale  au  cèté  AQ  du  carré 
donné;  menez  ie  diamètre  QLOS;  QL  et  QS, 
sont  les  deux  Sfgmens  demandés  ;  car  QS  — 
QL  =  LS  =  AC  et  QL  x  QS  «  AQ^  (aSo  ). 
Le  problème  e&t  toujours  possible. 

afic,  Phoelém»  XLI.  Connaissant  la  diffé- 
rence de»  dem  c6tés  d'un  rectangle^  et  le 
carré  équivalent^  construire  le  rectangle? 

Soiutiûn.  La  mésie  que  pour  le  problème 
précédent. 

a6f.  (Jii^.  5Qk )  PidHLtiiE  XLI  bis.  Con- 
struire on  carré  équivalent  à  ia  somme  des 
deux  carré»  donnés  ? 

Solutim.  Soient  AG  et  AB  les  deux  cèté* 
des  oarrés  donnés  f  ékvti  en  A  une  perpen- 
dicukûre  égale  à  AB;  menei  Thypothénuse 
BGr,  elle  sera  le  côté  du  carré  cherché  (3i5). 

S'il  s'agissait  de  trouver  un  carre  équivalent 
à  la  somme  de  trois  eari^  donnés ,  on  cher- 
chera d'abord  an  carré  équivalent  à  la  somme 
de  deox  de  ces  carrés,  ensuite  on  ajoute  ce 
carré  équivalent  au  troisième  carré. 

On  voit  donc  qmon  pe«t  toujour»  trouver 
un  carré  équivalent  à  lai  somme  de  tant  de 
carrés  <|tt'on  voudra. 

262.  (  Fig.  5a.  >  PROi^iwBfXLII.  Constrwure 
ua  carré  équivalent  à  la  diiférence  de  deux 
carrés  donnes  AG»  et  BG'  ? 

Solution.  Prenez  une  longueur  AG  ;  élevea 
aa  A  une  perpendiculaire  que  vous  prolonges 
JDdéfioimeDt,  Du  point  G,  comme  centre,  et 
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d'un  rayon  GB,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui 
coupera  Ja  perpendiculaire  indéfinie  en  B, 
et  AB  sera  le  coté  du  carré  demandé. 

Si  BG  est  égal  à  AG,  alors  AB  est  quI; 
et  si  BG  est  plus  petit  que  AG,  le  problème 
est  impossible. 

On  peut  donc  tonjours  construire  un  carré 
équivalent  à  des  carrés  donnés,  combinés 
entre  eux  par  addition  et  soustraction;  on 
cherche  le  carré  équivalent  à  la  somme  des 
carrés  soustractifs ,  et  ensuite  un  carré  équiva- 
lent à  la  dififérence  des  deux. 

263.  (  Fig.  55  bis.  )  Problème  XLIII.  Étant 
donné  le  côté  BM  d'un  carrée  trouver  le 
côté  BN  d*un  carré,  tel  que  BM^  soit  à  BN' , 
comme  la  droite  AP  est  à  la  droite  PC? 

Solution.  Portez  AP  et  PC  de  suite  sur  la 
même  droite  ;  sur  AG,  comme  diamètre,  décri- 
vez  une  demi-circonférence  ;  élevez  en  P  une 
perpendiculaire  qui  coupera  la  circonférence  à 
un  point  B;  menez  BA,  BC  que  vous  prolongei^ez . 
indéfiniment  ;  poi'tez  le  côté  BM  sur  BA  ,  ou 
sur  son  prolongement;  menez  MN  parallèle 
à  AC  ;  BN  sera  le  côté  du  carré  cherché. 

En  effet,  l'on  a  BM :BN::BA :fiG; 

donc  BM»  :  BN»  :  :  BA»  :  BC»  ; 

mais  BA»  :  BC»  :  :  AP  :  PC  (  244)  i 

^onc  BM»:BN»::AP.PC. 

Si  le  rapport  entre  les  deux  ca^rrés,  au  lieu 
d'être  donné  en  lignes ,  était  exprimé  par  des 
nombres ,  la  construction  serait  la  même. 
Exemple  :  trouver  un  carré  qui  soit  à  un  carré 
donne,  comme  4    est  à  g;  prenez  9  parties 
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égales  de  longueur  arbitraire ,  que  vous  portez 
de  A  en  P  ,  et  ensuite  4  àe  ces  parties  de  P  en 
G;  le  reste  s'achève  comme  dessus.  Il  y  a 
deux  cas  où  la  construction  se  simplifie  •* 
le  premier  est  celui  où  il  s'agit  de  construire 
un  carré  double  d'un  autre  ;  la  diagonale  du 
carré  donné  est  évidemment  le  côté  du  carré 
cherché  ;  le  second  cas  est  celui  où  le  carré 
cherché  doit  être  la  moitié  du  carré  donné  ; 
snr  le  côté  du  carré  donné ,  on  décrit  une 
demi-circonférence  ,  et  la  corde  du  cadran  est 
le  côté  du  carré  cherché. 

364-  Paoblèmb  XLiy.  Construire  un  carré 
équivalenf  à  un  triangle  donné  ? 

Solution,  Cherchez  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  la  moitié  de  la  hauteur  et 
la  base ,,  ou  entre  la  moitié  de  la  base  et  la 
hauteur  (200}. 

105.  PjELOBLfiME  XLV.  Trouver  Taire  d'un 
trapèse  ? 

Dans  le  trapèze  ABCD  (^g,  ^g  a.) ,  les 
deux  triangles  ABC ,  CED ,  ont  des  hauteurs 
^ales  BK ,  CL  ;  et  l'on  aura 

ABC  +  CBD  =  BK  X  f  CD  +  BK  X  i  AB 

^3jjiAB+CD) 

Vaire  du  trapèze  ^st  donc  égale  à  la  hau- 
teur multipliée  par  la  demi-somme  de  ses  deux 
hases;  la  droite  EF,  qui  réunit  les  milieux  E, 
F,  des  côtés  non  parallèles;  est  parallèle  aux 
bases ,  et  Ton  a 

it 
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EI»:iAB,IF  =  iCD; 

d'où  El  +  IF  =  EF  =  I AB+^  CD. 

L'aire  du  trapèze  est  donc  encore  égale  à  sa 
hauteur ,  multipliée  par  la  droite  qui  réunit 
tes  milieux  des  côtés  non  parallèles, 

Obseri^ation  relatii^e  à  Faire  des  poly- 
gones (216);  lorsque  tous  les  côtés  d'un 
polygone  sont  des  tangentes  à  la  même 
circonfërence  ,  il  est  avantageux  de  faire 
partir  les  H£;nes  de  division  du  centre  de 
la  circonférence  ,  parce  que  les  triai>gles 
auront  tous  pour  hauteur  le  rayon  de  la 
circoDférence}  korscfue  ce  centre  ett  hors  du 
polygone,  il  y  aura  des  triangle»  additifs 
et  d'autres  soustractifs  ;  mais  lorsque  ie  cei^tre 
est  dans  Tintérieur  du  polygone,  tous  les 
triangles  doivent  être  ajoutés;  il  suffit  d*a- 
jouter  ensemble  les  côtés  du  polygone ,  et  de 
multiplier  la  somme  par  la  hauteur  com- 
Bomne,  ou  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 

On  nomme  j^o/^^one  circonscrit  à  une  cir- 
conférence, uKf  polygpne  dont  tous  ies  côtés 
touchent  la  même  circonférence  ,  et  celle-ci  est 
inscrite  à  la  circonférence. 

Le  résuHat  pr^édecrt  peut  donc  s'énoneer 
ainsi  : 

Vaire  dun  polygone  circonscrit  à  une 
circonférence ,  est  égale  au  périmètre  du 
polygone  multiplié  par  la  moitié  du  rayon 
du  cercle  inscrit ,  le  centre  étant  dans  V in- 
térieur du  polygone. 

On  peut  donc  trouver  un  carré  équivalent 
à  un  polygone  donné  ;  il  suffit  de  faire  la 
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somme  des  carrés  respectivement  ëquivalens 
aux  triangles  composans  ;  mais  nous  allons 
donner  uu  moyen  plus  simple  de  résoudre  ce 
problème. 

^66.  (Fig^.  56.)  Pboblême  XL VI.  Trans- 
former le  quadrilatère  ABGD  en  un  triangle 
équivalent? 

Solution.  Menez  la  diagonale  BD ,  et  par  A, 
une  parallèle  à  BD;  prolongez  CD,  jusqu'à  ce 
qu'elle  coupe  cette  parallèle  en  £  ;  menez  B£  ; 
le  triangle  ËBC  est  équivalent  au  quadrilatère 
ABGD.  JSn  effet,  les  deux  triangles  ABD,  EBD, 
sont  ëquivalens;  ils  ont  même  oase  BD ,  et  des 
hauteurs  égales ,  puisque  leurs  sommets  A,  E, 
sont  une  parallèle  à  la  nase.  Ajoutant  à  chacun 
de  ces  triangles,  le  triangle  BCD,  on  aura 
d'un  côté  le  quadrilatère  ABGD,  et  de  l'autre 
le  triangle  BGE  ;  et  le  triangle  équivalent  a 
un  côté  commun  avec  le  quaarilatere. 

Problême  XLYII.  Transformer  un  polygone 
quelconque  en  un  triangle  équivalent? 

Solution.  Soit,  par  exemple , unpolygonede 
10  côtés;  menez  une  diagonale  formant  un 
quadrilatère  avec  3  côtés  consécutifs.  Par  le 
problème  XLYI ,  transformez  ce  quadrilatère 
en  un  triangle  équivalent ,  la  diaççonale  sera  le 
côté  commun  ;  le  polygone  de  i  o  côtés  sera  donc 
transformé  en  un  polygone  équivalent  de  g 
cotés  ;  on  transformera  celui-ci  en  un  polygone 
équivalent  de  8  côtés,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  qu'on  arrive  au  triangle  équivalent. 

Problème  XLVIII.  Gonstruire  un  carré 
équivalent  à  un  polygone  donné? 
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Solution.  Par  le  problème  précédent ,  trans- 
formez le  polygone  en  triangle ,  et  construisez 
un   carré  équivalent    à  ce   triangle    (261). 

267.  (i^ig\  57.)  Problème  XLIX.  Partager 
la  droite  AjB  en  deux  segmens  additifs,  tels 
que  le  carré  d'un  segment  soit  équivalent  au 
rectangle  construit  sur  Tautre  segment  et  la 
ligne  entière? 

Solution.  Elevez  à  l'extrémité  A  de  ÂB ,  une 
perpendiculaire  égale  à  la  moitié  de  AB*  Du 
point  O,  comme  centre,  avec  le  rayon  OA, 
décrivez  une  circonférence;  menez  par  Textré- 
niité  B  et  le  centre  O  la  sécante  BMON  ;  portez 
BM  de  B  en  G  j  BG  et  AG  seront  les  segmens 
demandés;  en  effet,  BA  étant  une  tangente  à 
la  circonférence ,  Ton  a 

BN  :  BA  :  :  BA  :  BM  ; 
d'où  BN— BA  :  BA  :  :  BA— BM  :  BM  ; 
or  BA=2A0=MN; 

donc  BN— BA=BN— MN=BM=:BC, 
et       BA— BM  =  BA— BG  =  AG; 

donc  BG:BA::AG  :BG, 

et  BG=»  =  BA  X  AG.  c.  q.  f.  d. 

Il  est  évident  qu'on  a  toujours  BG^AG. 

Ge  problème  s'énonce  ordinairement  ainsi  s 
Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
raison. 

G'est  la  prop.  XI  du  2".  livre  d'Euclide. 

Prorlèhe  L.  [Figure  57.)  Partager  la 
droite  AB  en  deux  segmens  soustractifs ,  tels 
que  le  carré  d'un  des  segmens  soit  équivalent 
au  rectangle  construit  sur  l'autre  segment, 
et  sur  la  ligne  donnée  ? 

.  Solution.  Même  construction  que  pour  le 
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pi'oblènie  prëcédept  ;  portez  BN  de  B  eu  G' ,  et 
AG  y  BC  sont  les  segmens  cherchés  ;  en  efifet , 
on  a  la  proportion 

BN+BA  :  BN  :  î  BA+BM  :  BA , 

ou  C'A:BC'î:BC'îBA; 

donc  BC»=BA.  C'A. 

a68.  {Figure  58.)  Pboblëme  LI.  Etant 
données  les  deax  droites  B'AB,  G'AG  »  trouver 
un  point  tel  que  ses  distances  à  ces  deux  droites 
soient  dans  le  rapport  donné  de  la  longueur 
MP  à  la  longueur  QN  ? 

Solution.  Par  un  point  quelconque  M  ,  pris 
sur  B'AB ,  élevez  une  perpendiculaire  égaie  à 
MP,  et  menez  par  P  une  parallèle  à  B'AB;  au 
point  quelconque  N,  pris  sur  GAG',  élevez 
une  perpendiculaire  égale  à  NQ ,  et  menez  par 
Q  une  parallèle  à  GAG';  les  deux  parallèles 
aux  côtés  de  l'angle  se  rencontreront  en  un 
point  I  ;  tous  les  points  de  la  droite  lAS  satis- 
toot  à  la  question. 

En  prolongeant  QN  dans  le  sens  opposé ,  et 
prenant  NQ=NQ',  la  parallèle  menée  par  Q' 
coupera  la  parallèle  en  un  point  I'  situe  dans 
Tangle  GAB',  et  tous  les  points  de  la  droite 
I'AS'  satisfont  aussi  à  la  question;  ainsi,  les 
deux  droites  sont  le  lieu  géométrique  du  point 
cherché^  le  problème  est  toujours  possible. 
Lorsque  les  deux  distances  sont  égales,  ce 
problème  est  le  même  que  celui  qu'on  a  déjà 
résolu  (  i85  ). 

Si  les  distances  sont  mesurées  sur  des  lignes 
obliques  faisant  des  angles  connus  avec  les 
côtés  de  l'angle,  les  opérations  qui  composent 
la  solution  restent  les  mêmes;  au  lieu  délever 
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des  perpendiculaires ,  on  mènera  des  obliques 
faisant  les  angles  donnés  avec  les  côtés  de 
l'angle. 

Problème  LI  bis.  Etant  données  trois  droi- 
tes ,  trouver  un  point  tel  que  ses  distances  à  ces 
droites  soient  dans  des  rapports  donnés?    .   . 

Solution,  Soient  A ,  B ,  G ,  les  trois  points 
d'intersection  des  trois  droites  données,  le  point 
oherché  devra  se  tix)u\  er  sur  deux  droites  A'yA", 

Ï>a8saptpar  le  point  A,  et  déterminées  d'après 
e  problème  précédent;  A'  désigne  la  droite 
passant  dans  l'intérieur  du  triangle  ABG«  Il  se 
trouvera  encore  sur  quatre  droites  B' ,  B"  pas- 
sant par  B  ,  et  G'.,  G"  passant  par  G  ;  il  se  tix>U'- 
vera  à  l'intersection  des  trois  diH>ites  A\  B',  G'  ; 
A'' , B' ,  G' î  A" , G' , B'  ;  B' ,  G" ,  A' ;  ainsi  quatre 
points  satisfont  à  la  question ,  dont  le  prenaier 
e&t  situé  dans  l'intérieur  du  triangle  ABG. 

Lorsque  les  trois  distances  sont  égales ,  ou 
retombe  dans  le  problème  (  i86  )  ;  et  les  quati*e 
droites  passant  par  le  point  A  forment  un  fais- 
ceau bs^rmonique  ;  il  en  est  de  même  des  quatre 
passant  par  B  et  par  G  (23:2). 

369.  Problème  LU.  (Figure  Sg.)  Etant 
donnés  deux  points  A,  G,  trouver  un  troi- 
sième point  M  tel  que  ses  distances  à  ces  deux 
points  soient  dans  un  rapport  donné  ? 

Solution,  Divisez  AG  en  deux  segmens  addi^ 
tifs  BC ,  BA ,  et  en  deux  segmens  soustractifs 
DA ,  DG ,  qui  soient  respectivement  dans  le 
rapport'  donné;  il  est  évident  que  déjà  les 
deux  points  B  et  D  satisfont  à  Ja  question  ; 
mais  tous  les  points  de  la  circonférence 
BMD,:  décrite  sur  BD  comme  diamètre,  y 
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satisfont  ëfçalement.  En  effets  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  circonférence,  soient  menées 
les  quatre  droites  MA ,  MB  ,  MC ,  MD  ;  puis- 

3u'on  a  la  proportion  BG:BA  ::  DG  :DA,  la 
roite  AD  est  divisée  harmoniquement  en  B 
et  G  y  et  les  quatre  droites  forment  donc  un 
faisceau  harmonique  (  232  )  ;  or  l'angle  BMD , 
inscrit  dans  la  demi-circonférence ,  est  droit , 
donc  la  droite  BM  divise  l'angle  AMG  en  deux 
parties  égales  (233);  et  Ton  a 

MG:MA::BG:BA,C.q.f.d. 

Si  du  point  A  on  mène  deux  tangentes  à  la 
circouférenoe  9  la  corde  qui  réunit  les  points 
de  contact  passera  par  le  point  G ,  par  consé- 
quent la  polaire  de  A  passe  par  G. 

Le  point  Oétantlemilieu  deBD, Ton  a  (i  25) 

OG:OB::OB:OA; 
d'où  OB— OG  :  OB  :  ;  OA  — OB  :  OAj 
BG:OB  ::  AB  :  O  A , 

d'où  AB— BG  :  BG  t  :  OA— OB  :  OB , 
AB— BC:BG  >•  AB:OB. 

BG  étant  plus  petit  que  AB,  moins  BG  diffère 
de  AB ,  plus  OB  est  considérable. 

Lorsque  BG  est  égal  à  AB»  le  rayon  OB  de- 
vient infiniment  grand,  et  le  cercle  se  change 
en  une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
AG;  en  effet,  lorsque  BG  =  AB,  le  rapport 
donné  est  égal  à  l'unité  $  et  tous  les  points  de  la 
perpendiculaire  élevée  en  B  sont  également 
éloignés  des  points  A  et  G.  Lorsque  BG  est  pi  us 
grand  que  AB ,  le  centre  passe  de  l'autre  côté 
dn  point  A. 

Il  est  facile  de  vérifier  et  de  trouver  les  ex- 
pressions suivantes: 
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AB.BC 
ÂB' 


A0= 
00  = 
AD= 


AB  — BC 
BC 

AB-,BC* 
AB.AG 


AB— BC 

^•^=ÂB=BC' 

prolongeant  AM  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  de 
nouveau  la  circonférence  en  M',  l'on  aura 

CM:AM::BC:AB, 
CM':AM'::BC:AB; 

d'où  CM  X  CM'  :  AM  X  AM'  -.BC^i  AB»  ; 

orAMxAM'=AB.AD=^|^:4Sj 

AJj-— B(ji 

1  4T««-        ^-mm-,        BC^ ,  AC 

donc  CM  X  CM' = j^^_^q  î 

ainsi  le  rectangle  CM  X  CM'  est  constant  pour 
toutes  les  droites  qui  passent  par  A. 

270.  Phobléme  lui.  Etant  donnes  trois 
points,  et  les  rapports  de  leurs  distances  à  un 
quatrième  point,  déterminer  ce  quatrième 
point  ? 

Solution,  Soient  A,  B,  C,  les  points  donnés, 

et  M  le  point  demande  ; — ,  — ^      sont     des 

Mfi 

rapports  connus;  et  par  conséquent  aussi -j 

je  divise  AB  en  deux  segmens  additifs  AD,  DB  ; 
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et  ensuite  en  deux  segcaens  sou&lractifs  AE , 

EB,  qui  soient  dans  le  rapport  donné  de  =r=r=  ; 

décrivant  sur  DE  une  circonférence,  le  point 
cherché  sera  sur  cette  ligne;  opérant  de  même 
sur  AG^  en  faisant  usage  du  rapport  donné 

=rjp^  y  on  aura  une  seconde  circonférence  sur 
M.  Cl 

laquelle  devra  également  se  trouver  le  point  ; 

il  sera  à  l'intersection  des  deux  cercles  ;  il  y  a 

donc  deux  points  qui  satisfont  à  la  question  ; 

et  SI  1  on  lait  encore  usage  du  rapport  ^rfp  »  et 

de  la  droite  BC,  on  aura  une  troisième  circon- 
férence qui  passera  par  les  deux  ihémes  points 
que  les  deux  premières,  et  par  conséquent  les 
trois  circonférences  ont  leurs  centres  situés  sur 
une  même  droite. 

Lorsque  les  deux  circonférences  se  touchent, 
il  n'y  a  qu'un  point ,  et  lorsqu'elles  ne  se  ren- 
contrent pas,  le  problème  est  impossible. 

MA 

Lorsque  le  rapport  =^l^ est  égal  a  l'unité^  la 

première  circonférence  se  change  en  une  droite 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  (  266)  ; 

MA 

et  si  le  rapport rr^ est  aussi  égal  à  l'unité,  les 

trois  circonférences  deviennent  des  droites  per- 
pendiculaires sur  les  milieux  des  côtés  respec- 
tifs, et  passent  par  un  même  point ,  qui  est  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  tdangle  ABG 

(•74-)  ,  , 

37 1.  Paoblème  LIY.  {Fig,  60.)  Etant  donnés 
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un  point  F ,  désigné  sous  le  nom  de  foyer  » 
et  une  droite  LN ,  désignée  sous  le  nom  de 
directrice  ;  trouver  un  point  M  tel  que  le  rap- 
port de  ces  distances  MF ,  MG ,  au  foyer  et 
a  la  directrice  soit  égal  à  un  rapport  donné  ? 
Solution.  Il  faut  distinguer  troi«  ca$( 

1-  MF<MG,oubienîî^<i; 

MG 

MF 
a"  MFssMG,  ou  bientç=^=8  i  ; 

MF 
30  MF>MG,  ou  bien  jjg>  i. 

Premier  cas  :  zr^rr-  <C  i  • 

MG 


Ellipse. 

Abaissez  de  F  une  perpendiculaire  GF  sur  la 
directrice  ;  partagez  CF  en  deux  segmens  adr- 
ditifs  AC ,  AF ,  et  en  deux  segmens  soustractifs 
CA',  A' F  qui  aient  entre  eux  le  rapport  donné  ; 
il  est  évident  que  les  deux  points  A  et  A' 
satisfont  à  la  question  ,  et  que  la  droite  CA' 
est  divisée  harmoniquement  \  mais  il  existe 
encore  une  infinité  d'autres  points  qui  rem- 
plissent la  condition  exigée.  En  effet ,  par  un 
point  quelconque  G  pris  sur  la  directrice , 
élever  une  perpendiculaire ,  menez  GF ,  et 
opérez  sur  cette  ligne  comme  vous  avez 
fait  sur  GF,  ce  qui  donne  les  deux  points 
K  etK';  sur  KK'  comme  diamètre,  décrivez 
une  circonférence  qui  coupera  la  perpendicu- 
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laire  à  la  directrice  en  deux  points  M  et  M' , 
qui  satisfont  à  la  question.  £n  effet ,  d'après  le 
problème  LII ,  on  aura 

MGîMFî:GK:KF, 
or  GR  îKF::CA  rAF; 

donc  MG:MF::CA:AF, 

et  de  même  M'G  :  M'F  :  :  C  A  :  AF. 
Ainsi,  M'  et  M'  sont  deux  points  cherchés;  si 
on  porte  CG  de  l'autre  côté  de  CA ,  et  qu'on 
mène  la  perpendiculaire  GRR' ,  elle  sera  cou- 
pée par  la  même  circonférence  en  deux  points 
R,  R.',  symétriques  à  M  et  M'  par  rapport  à 
l'axe  G  A'  ;  et  ces  points  résolvent  aussi  la  ques- 
tion ;  on  trouvera  de  la  même  manière  les 
points  situés  sur  les  perpendiculaires  passant 
par  G' ,  &' ,  etc.  ;  fous  ces  points,  qu'on  peut 
rapprocher  et  multiplier  autant  qu'on  veut , 
forment  une  ligne  continue  à  laquelle  on 
a  donné  le  nom  à' ellipse  ,  et  qu'on  peut  dé- 
crire à  l'aide  d'une  circonférence  de  diamètre 
variable  ;  il  est  aisé  de  démontrer  que  cette  li- 
gne ne  saurait  avoir  trois  points  en  ligne,  droite^ 
donc  elle  est  coui-b^. 

Le  centre  de  la  terre  décrit  autour  du 
soleil  une  courbe  qui  difiFere  infiniment  peu 
d'une  ellipse  ;  il  ext.  »est  de  xaétae  des  autres 
planètes. 

27  Q .  Les  droites  f  C,'FG,  l^G',  Vt\  etc. ,  étant 
co.ipées proportiomMltement  ew A, K...  il s'en- 
5«rl  q«e  totts  les  points  A,  K...  extrémités  du 
diamètre  variable  ,  sont  sur  une  même  droite 
AK  perpendteulaine  à  G  A'  ;  il  en  est  de  même  des 
extrémités  A' ,  K'....;  les  centres 0,0  des  cir- 
eonférences,  milieux  des  droites  A  A',  KK',  etc. , 
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reDfermées  entre  les  mêmes  parallèles ,  sont 
aussi  sur  uoe  même  droite»  qui  divise  en 
parties  égales  les  lignes  IF,  SS',  comprises 
entre  ces  p9railèles  ;  donc  Yi  =  YI'  ;  mais 
MM'  corde  dans  la  circonférence  KMM'K' , 
est  aussi  divisée  en  deux  parties  égales 
par  OY.,  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
0'  ;  donc  VM  =  YM' ,  et  par  conséquent 
IM  =  l'M'  ;  portant  AC  de  A'  en  C  et  me- 
nant la  perpendiculaire  XG'Y  les  points  O , 
Y,  Y'  sont  encore  les  milieux,  des  droites 
égales  ce,  GX ,  GY',  etc.,  et  l'on  aura 

GMirrM'X;  GI  =  rXjM'G  =  MX. 
a^3.  L'on  a 

MF=MG.^îMT=M'G.^; 

tiA  tiA  ■ 

AP 
donc    MF+M'F=— -(MG4-M'G) 

LiA 

or  de  la  proportion  GA  :  AF  :  :  GA'  :  AT  , 
l'on  déduit  GA  +  GA'  :  A'F+AF  :  :  GA  :  AF  , 

ou  GG'  :  AA'  :  :  GA  :  AF  ; 

A  "Et 

ainsi  AA'  =  j^rr  •  ^^'  î 

donc  MF+M'F  =  AA'  (i). 

AA'  se  nomme  le  fn^and  axe  de  Tellipse , 
et  les  droites  FM ,  FM' ,  qui  vont  du  foyer 
aux  points  de  l'ellipse ,  se  nomment  des 
rayons  vecUwrs  ;  ainsi  le  résultat  (  i  )  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

La  somme  des  rayons  vecteurs  qui ,  partis 


1 
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du  même  foyer,  aboutissent  aux  extrémités 
d^une  corde  parallèle  au  grand  axe  est  cons» 
tamment  égale  au  grand  axe> 

Faisons  AT'  =  AF,  on  aura  MF'  =  MT; 
donc  MF+MF=ArV  (a). 

Le  point  F'  est  donc  un  second  foyer  de 
Tellipse ,  et  la  droite  G'XY  est  une  seconde 
dii*ectrîce  relativement  à  ce  foyer  ;  car  on  a 
évidemment  la  proportion  FW  :M'X  :  :  F' A'  : 
A'C. 

Cette  propriété  s'énonce  ainsi  :  la  somme 
des  deux  rayons  vecteurs  ,  qui  vont  d'un 
point  de  l'ellipse  aux  deux  foyers^  est  égale  au 
grand  axe  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  pour  un 
point  situé  hors  de  l'ellipse ,  cette  somme  est 
plus  grande  ;et  pour  un  point  situé  dans  l'in- 
térieur de  Tellipse,  elle  est  plus  petite  que  le 
grand  axe. 

27  4*  ^^  ^^  on  conclut  que ,  1°  la  droite  menée 
par  un  point  de  l'ellipse ,  qui  divise  en  deux 
parties  égales  l'angle  tormé  par  un  rayon  vec- 
teur et  son  prolongement ,  est  une  tangente  à 
1  ellipse  ;  j!*  la  droite  qui  divise  en  deux  parties 
égales  Tangle  formé  par  les  rayons  vecteurs , 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  ou  une 
normale  ;  3**  les  deux  rayons  vecteurs ,  la 
tangente  et  la  normale ,  forment  un  faisceau 
harmonique. 

275.  La  propriété  exprimée  par  l'équation 
(i)  (p.  ]44)  donne  un  moyen  facile  de  décrire 
i'ellipse  d'un  mouvement  continu  \  après  avoir 
désigné  à  volonté  une  ligne  A  A'  pour  grand 
axe  ,  et  les  points  F  ,  F'  également  éloignés  de 
A  et  de  A'  pour  foyers,  on  prend  un  fil  d'une 
longuer  égale  au  grand  axe  ,  et  on  en  fixe  une 
extrémité  au  foyer  F,  et  l'autre  au  foyer  F'  : 
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on  tend  le  fil  aveo  un  style  de  manière  à  lut 
faire  faire  un  angle  FMF' ,  et  faisant  tourner 
le  style  en  maintenant  toujours  la  tension 
du  ni  î  la  pointe  décrira  Tellipse ,  car  on 
aura  partout  MF  4- MF' x=  A  A' 5  Ton  obtient 
ainsi  la  même  courbe  que  si  on  Tavait  décrite 
au  moyen  de  sa  4î>*6Ctrice«  On  voit  dono 
que  Tellipse  est  une  courbe  fermée  ;  aux  deux 
points  symétrir|ues  B  et  B',  où  les  rayons 
vecteurs  BF,  BF  sont  égaux,  on  a  BF  =  7AA' 
as  AO  ;  la  ligne  BB'  est  le  petit  axe  de  Tel- 
lipse.  Ainsi ,  lorsqu'on  connaît  le  grand  axe  et 
le  petit  axe ,  en  grandeur  et  en  position  ,  on 
peut  décrire  TelUpse  ;  le  point  O ,  milieu  du 
grand  axe  ^  est  le  centré  de  l'ellipse  ;  car  toute 
corde  passant  par  ce  point  Y  est  divisée  en 
deux  parties  égales;  et  ces  cordes  sont  ap* 
pelées  diamètres  ;  il  est  facile  de  prouver , 
i^  que  le  grand  axe  est  le  plus  grand ,  et 
le  petit  axe  le  plus  petit  de  tous  les  diamètres  ; 
2®  que  les  perpendiculaires  aux  extrémités  da 
grand  axe ,  et  les  perpendiculaires  aux  ex-^ 
trémitësdu  petit  axe,  ne  rencontrant  la  courbe 
qu'en  un  seul  point ,  sont  des  tangentes 
et  forment  un  rectangle  circonscrit  à  Tel- 
lipse.  t 

Les  quatra  points  A  >  B ,  A',  B' ,  extrémités 
des  deux  axes ,  sont  les  sommets  de  Tel* 
lipse. 

276.  Le  triangle  rectancle  BFO  donne 
BO*=BF>— FO«=:AO»  — FO'=*i(AO-fFO) 
fAO— FO)  =  A'F  .  AF  :  ainsi  le  i  petit  axe  est 
une  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances d'un  foyer  aux  deux  extrémités  du  grand 
axe ,  ou  bien  entre  les  distances  focales. 

277,  Dans  le  trapèze  MFF^M',  le$  angles 
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opposes  sont  supplémeos  Tun  de  l'autre  :  donc 
ses  quatre  sommets  sont  situés  sur  une  même 
circonférence  {  i5g),  et  Ton  a 

MF  X  MF + MM'  X  FF'  =  MF X  MT , 
ou  bien  MF-  4-  MM'  X  FF  «  M'F^  (  a33  ) 
MT2  —  MF»  =  MM'  X  FF'  ; 

(MF— MF)(MF'  +  MF)==(MF  — MF)AA' 

=  MM'.  FF, 

MF— MF      FF 
et  par  consequebt  ~j^, — = ^  • 

Ainsi ,  la  différence  des  deux  rayons  vecteurs 
qui  partis  du  même  foyer ,  aboutissent  à  la 
même  corde  parallèle  au  grand  axe  »  divisée  par 
cette  corde ,  est  constamment  égale  à  la  dis- 
tance des  deux  foyers  divisée  par  le  grand  axe. 
Cette  différence  diminue  donc  avec  cette  dis- 
tance ;  et  lorsque  les  deux  foyers  se  réunissent 
au  centre ,  leur  distancé  est  nulle  -,  tous  les 
rayons  vecteurs  sont  égaux ,  et  Tellipse  devient 
un  cercle ,  décrit  sur  le  grand  axe  comme  dia- 
mètre; plus  les  foyers  se  rapprochent  du  centre, 
et  plus  Tellipse  se  rapproche  de  ce  cercle ,  et 
plus  les  directrices  s'éloignent  de  A  et  de  A'. 
On  donne  le  nom  d'excentricité  au  rapport 

FF      OF 

7*77  =  -pr^.  Ainsi  le  oereie  est  une  ellipse  dont 

A  A       UA 

lexcentricité  est  nulle,  et  dont;  les  directrices 
sont  situées  à  l'infini.  Plus  OA  diminue  et  plus 
le  cercle  devient  petit  j  et  lorsque  OA  devient 
nul  »  le  cercle  se  réduit  en  un  pQint. 

Le  foyer  F  restant  fixe,  plus  le  point  A 
s'approche  de  G  et  plus  les  poi-nts  O  ei  À' 
s'en  éloignent  ;  et  lorsque  A  est  au  milieu  '*' 
FG  j  O  ut  A'  sont  à  des  distauees  inSpies  ,  • 
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AF      MF 

aussîona---;r  =  rT7r=  i;  ce  qui  est  le  deuxième 
AC      MG       '      * 


cas. 


MF 
PfiOBLÈME  Liy .  Deuxième  cas.  7777  =  1  : 

MG 


Parabole, 

278.  Ce  cas  est  Tobjet  du  problème  XXYI 
(p.  79)  :  nous  avons  vu  que  le  lieu  géométrique 
du  point  est  une  parabole. 

MF 

279.  Problème  LIV.  Troi$iè/tiecas,rrrrr>>i  : 
'^  MG 

Hyperbole, 

(Pig.  61.)  Abaissez  de  F  une  perpendi- 
culaire FC  sur  la  directrice  LN  ;  partagez  GF 
en  deux  segmens  additifs  AG  ,  AF ,  et  en  deux 
segmens  soustractifs  AT,  A'C ,  qui  aient  entre 
eux  le  rapport  donné  :  les  points  A  et  A'  satis* 
font  à  la  question  :  en  raisonnant  comme  pour 
Tellipse  ,  on  trouvera  les  autres  points  M ,  M', 
qui  remplissent  la  condition  voulue;  dans  la 
vue  d'abréger ,  on  a  pris  les  mêmes  lettres  dans 
les  figures  60  et  61  ,  pour  désigner  les  points 
analogues  ;  avec  cette  difFérence  que  CA  étant 
plus  petit  que  AF ,  il  faut  nécessairement , 
pour  que  la  proportion  harmonique  existe , 
que  G  soit  entre  A  et  A' ,  que  G  soit  entre 
K  et  K'  dans  l&^g.  61  ;  tanais  que  ces  points 
sont  différemment  situés  dans  la  fig,  60  : 
en  faisant  les  constructions  et  réunissant  les 
points,  on  trouve  qu'ils  <iont  distribués  sur 
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une  courbe  à  deux  branches  ouvertes,  séparées, 
PAQ  ,  P'A'Q',  qui  s  étendent  à  l'infini ,  et  sont 
symétriquement  divisées  par  les  deui  cixes  AA' 
et  BB';  on  prouvera  comme  pour  l'ellipse, 
que  le  point  V  est  le  milieu  de  MM'  et  de  IF  ; 
mais,  dans  TelUpse,  MM'  est  égal  à  GM'— GM, 
à  la  différence  des  deux  segmens  GM ,  GM'j 
au  lieu  que,  dans  l'hyperbole,  elle  est  la  somme 
de  ces  segmens  ;  delà  résulte  une  modification 
dans  la  propriété  énoncée  (  275  ).  En  effet , 
Ton  a 

tiA 

AF 
M'F=M'G.^; 
li  A 

d'oùM'F— MF =^  (M'G— MG) 

«^;mg'-mg)=^.gg'=^.cc. 

Et  on  démontre  ,  comme  ci-dessus  (  265 } , 
que 

^.CC'  =  AA^ 

donc  M'F— MF=:AA'. 

AA'  se  nomme  le  premier  axe  ;  ainsi  dans 
riiyperbole ,  la  différence  des  rayons  vecteurs 
qui  aboutissent  a  la  même  corde  parallèle  au 
premier  axe ,  est  égale  à  ce  premier  axe. 

En  prenant  AT'  =  AF  ,  on  aura  aussi  un 
second  loyer ,  et  on  démontre  ,  comme  ci- 
dessus  (2^5) ,  que  la  différence  des  rayons 
vecteurs  qui  vont  d'un  point  de  Vhyperbo! 
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aux  deux  foyers  t  est  constamment  égale  au 
premier  axe. 

De  là  on  déduit  un  moyen  de  décrire  cette 
courbe  d'un  mouvement  continu. 

Ayant  pris  à  volonté  les  foyers  F,  F  et 
une  longueur  AA'  pour  premier  axe ,  on  fixe 
en  F'  une  règle ,  mobile  autour  de  ce  point  ; 
on  attache  un  bout  d'un  fil  en  F  et  Fantre 
à  un  point  M  de  la  règle  j  de  n^anière  qne  la 
longueur  F'M  de  la  règle  ,  moins  celle  du  fil , 
soit  égale  à  AA'  :  il  est  évident  que  le  point 
M  est  à  la  courbe  {  çfisuite  on  i^ra  tourner 
la  rè^le  autour  de  F ,  de  sorte  que  l'angle 
MFT  aille  en  diminuant ,  et  tenant  toujours 
le  fil  appliqué  contca  la  régla ,  à  l'aide  d'un 
style  ,  la  pointe  décrira  l'arc  d'hyperbole  MA  ; 
car  les  différences  entre  les  longueurs  de  la 
règle  et  du  fil  restent  constantes  ,  puisqu'elles 
diminuent  chacune  de  la  même  quantité  f  plus 
la  longueur  primitive  de  la  règle  sera  grande 
et  plus  grand  sera  Tare  décrit  ;  on  voit  ca  qu4l 
faut  faire  pour  décrire  les  arcs  situés  au-destous 
du  premier  axe. 

Dans  l'hyperbole ,  Taxe  BOB'  ne  rencontre 
pas  la  courbe  ;  on  le  nomme  second  axe  ;  le 
centre  O  de  l'hyperbole  divise  en  deux  parties 
égales  les  cordes  tranëverses  qui  y  passent ,  et 
que ,  par  cette  raison  ,  on  nomme  diamètres  ; 
mais  toutes  les  lignes  qui  passent  par  le  centre 
ne  rencontrent  pas  la  courbe.  îTous  verrons 
plus  loin  comment  on  peut  déterminer  la 
dernière  de  toutes  celles  qui  rencontrent ,  ou 
bien  celles  qui  rencontrent  à  l'infini ,  et  qui 
ont  été  nommées  asymptotes, 

JiOrsque  la  directrice  passe   par  le   foyer 
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l'hyperbole    se    réduit    éyidQmpaiçpt  k   4eiax 
droites.  .         , 

280.  On  démontre ,  que  i^  la  droite  qui 
divise  en  éeux  parties  égales  l'ani^le  formé 
par  deux  rayons  vecteurs  allàtit.  dcin  poioi 
de  la  courbe  aux  deux  foyi^i^^  est  une  tan- 
gente ^  3*  la  droite  qui  divise.eit  tieiix  parties 
égales  Tangle  '  adjtieent ,  est  uç^  norqaale  ; 
3**  les  deux  rayon»  vecteurs  ;l^tatigën  te  et  là 
normale ,  fpruaent  un  iaisçea»  h^çioqiqjaer, . 

I>aAs  l'ellipse,  la  première  droite  f»î  utle 
normale  et  la  seconde  une  tAOgeiDbe»  (P*  i45«) 

Les  tVois  ooui^es  /la  'parato^le^  VêUipsé  et 
\- hyperbole  »  soiit  connues  sou»  Je-  j^osù  dé  veoi 
lions  coniques.  Nous  verrons  plus  loin  la 
raison,  de  cette  dénomi nation ,  et  nous  nous 
en  servirons  par  antioipation  pour  abi'((geil*  le 
discours. 

Il  est  évident  que  si  la  distance  GM  d'uii 
point  de  la  courbe  à  la  dipootrice  était  me* 
surée  obliquement ,  parallèlement  à  une  droite 
donnée ,  on  aurq  toujours  les  mêmes  courbes; 
mais  elkes  ne  correspondent  plus  aux  méooMS 
conditions  ;  ainsi  •lôi'sqùe  la  distanoe  au  foyer 
est  égale  à  la  distanoe  à  la  directrice,  on  n'aura 
pas  une  parabole,  mais  une  ellipse  on  une 
hyperbole,  etc. 

281.  Problème  LY.  (/7^.  62.)  Etant  donné 
le  point  F  et  les  deux  droites  IR ,  IT  ;  trouver 
sur  la  dernière  un  point  M  tel^  que  sa  dis- 
tance au  point  F  soit  à  sa  distance  à  la  droite 
IR  dans  un  rapport  donné,  pai*  exemple, 
comme  ÂF  est  à  ÂG? 

Solution,  Du  point  quelconque  D  ,  élev^ 
la  perpendiculaire  DE ,  et  du  point  M  aba 
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sez  la  perpendiculaire  MG ,  on  aura  les  deux 
proportions    DE:EI:  :  GM  :MI 

AF:ACr:MF:GM: 

multipliant   les  proportions   terme  à  tei*me , 

il  vient  AF  .  J)E  r  El .  AC  :  :  MF  :  MI. 

-    Le  rapport  de  MF  à  MI  est  donc  connu  ; 

divisant  IF  harmoniquèment  en  K  et  K'  ,  de 

■     »    '      KF     AF.DE        ; 
manière  quel'oivait  •==■  :=  vi'kc'^  etdécrivant 

sur  KK',  comme  diamètre,  une  circonférence, 
elle  coupera  la  droite  en  deux  points  ,  M  et  M' 
qui  satisfont  à  la  question. 

La  droite  FO  /qixi  divise  l'angle  MFM'  en 

Krties  écalesr^  coupe  Harmoniquèment  la  droite 
';  car  l'on  a    - 

FM  :  FM'  :  :  ÏM  :IM'  :    MO  :  OM',. 

et  FO  ejst  perpendiculaire  sur  IF. 

Supposons  que  IR  et  le  point  F  restant  fiies, 
la  droite' ITtcMirne  aulQur  4e  I;  les  points 
M,  M' appartiendront  à  une  «section  conique  , 
la  droite  FO  reste  fixe  ,  et  par  conséquent  le 
point  O  décrit  une  droite  qui  passe  par  le 
foyer  F  ;  de  là  on  conclut  que  ,  i°  si  par  un 
point  I  pris  sur  la  dii^ectrice  IR ,  on  mène 
des  sécantes  IMM',  et  qu'on  les  divise  har- 
moniquèment ,  les  points  de  division  O  sont 
sur  une  même  droite  ;  2^  cette  droite  passe 
parle  foyer;  3°  la  directrice  est  \  a  polaire  du 
foyer  ;  4°  menant  par  le  foyer  une  corde  quel- 
conque ,  et  par  les  extrémités  de  cette  corde  , 
deux  tangentes  ,  leur  point  d'intersection  ap- 
partient à  la  directrice  ;  5°  ce  point  et  le  foyer 
sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  corde. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  la  première 
de  ces  propriétés  a  lieu  ,  lors  même  que  le 
'>oint  1  li'^  directrice. 
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181 .  Problème  LYI.  Connaissant  le  foyer,  le 
sommet  voisin  et  la  directrice  d'une  des  sec- 
tions coniques  ,  et  une  droite  étant  donnée  , 
trouver  l'intersection  de  cette  droite ,  avec  cha- 
cune de  ses  courbes,  sans  avoir  besoin  de  les 

décrire  ? 

Solution,  La  même  construction  que  pour 
le  problème  précédent. 

283.  Problème  LYII.  Etant  donnés  le  foyer 
commun  à  deux  sections  coniques^  les  sommets 
voisins  ,  et  la  directrice  de  chacune  ,  trouver, 
s'il  y  a  lieu  ,  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes  ,   sans  avoir  besoin  de  les  décrire  ? 

Solution,  Soit  F  le  foyer  commun ,  D  la  di- 
rectrice de  la  première  courbe  ,  et  D'  la  di- 
rectrice de  la  seconde  ;  soit  M  un  point  d'in- 
tersection cherché ,  et  MG  ,  MG'  les  perpen- 
diculaires abaissées  de  M  sur  D  et  ]> ,  les  rapports 

MG     MG'         ,       ,  ,    . 

ïïTT  et  -^TTï^sont  donnes  :  on  connaît  donc  aus&i 

MF      MF 

MG  ,  ,      j. 

le  rapport  tTjt^,  ou  le  rapport  des  distances 

du  point  M  à  deux  droites  D  et  D';  alors,  d'après 
le  problème  LI  (269),  le  point  devra  se  trou- 
ver sur  deux  droites;  on  déterminera  l'inter- 
section de  chacune  de  ces  droites  avec  l'une 
quelconque  des  courbes  données  (prob.  LY)  ; 
on  aura  en  général  quatre  points ,  qui  sont 
ceux  d'intersection  des  deux  courbes. 

284*  Problème  LYIII.  Soit  A ,  B,  C ,  trois 
sections  coniques  quelconques  :  D,  ly ,  D" 
leur  directrice  respective  ;  et  soit 

F  le  foyer  commun  à  A  et  B 
F'  B  et  C 

F"  A,  C. 
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Troiiver  le  point  ou  les  points  communs  à 
ces  trois  courbes,  s*iL  y  a  lieu,  sans  décrire 
les  courbes? 

Solution,  On  connaît  les  rapports  des  dis- 
tances du  point  M  aux  trois  directrices ,  on  peut 
donc  le  construire  (problème  LU  )  ;  il  y  ^n  a 
en  général  quatre  points  qui  peuvent  être 
communs  à  trois  sections  coniques  j  nous  di- 
sons en  général  ,  car  ces  points  peuvent  se 
réduire  à  trois,  à  deux,  à  un  seul,  et  même 
le  problème  peut  devenir  impossible. 

285.  Problème  LIX.  (  Fig.  63.  )  Etant  don- 
nés deux  cercles ,  construire  un  troisième  cer- 
cle qui  touche  les  deux  cercles  donnés? 

Solutiçn,  Soit  A,B,  les  centres  des  deux 
cercles  donnés ,  R,  R',  leurs  rayons,  et  R;>  R'  ; 
désignons  par  G  le  centre  du  cercle  cherché; 
joignons  les  deux  centres  donnés  par  une 
droite;  elle  coupera  les  deux  cercles  en  quatre 

Î>oints,que  nous  désignons  par  E,  F,  G,  H,  dans 
'ordre  de  leur  succession  ;  ÉAF  est  le  diamètre 
du  cercle  A,  et  GBH  celui  du  cercle  B  ;  décrivant 
sur  EG ,  FG ,  FH ,  EH  comme  diamètre ,  quatre 
cercles,  ils  satisferont  à  la  question  |  mais  il  y  en 
a  encore  une  infinité  d'autres. 

1*"  Pour  tous  les  cercles  qui»  comme  FG^ 
touchent  extérieurement  les  cercles  donnés,  on 
a  CA— CB  =:R— R'  ;  car  CF=;=CG  :  par  con* 
séquent  la  diô'érence  des  distances  du  point  C 
aux  deux  centres  A  et  B  est  constante  $  le  point 
G  est  donc  sur  une  branche  d'hyperbole  ayant 
A  et  B  pour  foyers,  et  R^— R'  pour  grandeur 
du  premier  axe  ;  cette  hyperbole  passe  par  le 
milieu  de  FG. 

a°  Pour  tous  les  cercles  qui ,  comme  FH , 
sont  touchés  intérieurement,  on  aGE  =  CH 
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et  CA — CBssR — R'  ;  ainsi  Jes  centres  de  ces 
cercles  sur  la  même  hyperbole ,  mais  sur  la  se- 
conde branche. 

3°  Pour  les  cercles ,  comme  £G ,  FH ,  qui 
touchent  un  cercle  intérieurement  et  l'autre 
extérieurement ,  Ton  a  CG  =  CE  ou  CF  =  CH , 
et  de  là  CA — CB  =  R+R'î  les  centres  de  ces 
deux  systèmes  de  cercle  sont  donc  sur  une 
seconde  hyperbole,  ayant  mêmes  foyers  que  la 
précédente  ;  mais  son  pi*emier  axe  est  égal  à 
R+R'j  chaque  branche  renferme  les  centres 
d'un  système  de  cercles  qui  touchent  de  la 
même  manière  les  deux  cercles  donnés. 

a86.  Pboblème  LX.  Construire  un  cercle  qui 
touche  trois  cercles  donnés? 

Solution,  Soient  A ,  B ,  C ,  les  trois  cercles 
donnés ,  R ,  R' ,  R"  les  rayons  respectifs  ;  le 
centre  du  cercle  qui  les  touche  tous  les  trois , 
sera  à  l'intersection  de  deux  hyperboles ,  ayant 
pour  foyers  Â  et  B  et  A  et  C  ,  ou  bien  A  et  B 
et  B  et  G  ;  par  conséquent ,  dans  les  deux  cas , 
ils  ont  un  foyer  commun  :  on  pourra  donc 
trouver  leur  point  d'intersection  (problème 
LVIl);  on  trouvera  de  même  les  autres  cer- 
cles tangens.  j^ious  reviendrons  sur  ce  pro- 
blème ,  pour  le  résoudreplus simplement. 

287.  Problème  LXI.  {Figure  6^.)VdLt  wn 
point  donné  M ,  dans  l'angle  CAB ,  mener  une 
droite  DME  ,  telle  que  les  deux  segmens  DM , 
M£  ,  soient  dans  un  rapport  donné  ? 

Solution.  Menez  par  M  la  parallèle  MF  à 
l'un  des  côtés  de  l'angle  ;  preneK  AF  à  F£  dans 
le  rapport  donné  ;  tirez  EMD ,  ce  sera  la  ligne 
demandée. 

Si  le  rapport  donné  est  Tunité,  il  suffit  de 
faire  FEs  AF ,  et  le  point  M  sera  le  milieu  de 
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DM£.  On  voit  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  si  le 
point  M ,  étant  dans  l'angle  adjacent ,  les  deux 
segmcns  deviennent  soustractifs. 

Polygones  semblables;  centres  de  similitude, 

288.  (Figes.)  Deux  polygones  ABCDE, 
abcde,  sont  équinngles  entre  eux ,  lorsqu'en 
prenant  les  angles  dans  le  même  ordre ,  ils 
sont  égaux  chacun  à  chacun:  ainsi,  A=  a, 
B  =  é,  C  =  c,  B=d,  etc. 

Dans  deux  polygones  équiangles ,  les  som- 
mets des  angles  égaux  sont  dits  sommets  homo- 
logues -j  ainsi ,  A  est  homologue  h  a,B  kb ,  etc. 

On  nomme  co^éf  et  diagonales  homologues , 
les  côtés  et  les  diagonales  qui  réunissent  deux 
sommets  homologues  :  ainsi ,  les  côtés  AB  et  ab 
sont  homologues  ;  il  en  est  de  même  de  BG  et 
bc,  de  AD,  ad. 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils 
sont  éduiangles  entre  eux ,  et  ont  leurs  côtés 
homotpgues proportionnels i  de  manière  que 
Ton  ait  AB:  au  .:  BC  :  bc  :  CD  :  cd,  etc.  ; 
ainsi,  la  similitude  des  polygones  suppose, 
1°  régalité  des  angles;  !2"  la  proportionnalité 
des  côtés  homologues.  Lorsque  le  polygone  n'a 
que  trois  côtés ,  dans  le  triangle ,  une  de  ces 
conditions  suffit;  car  la  seconde  condition  en 
est  une  conséquence  (t2o4}« 

Un  carré  et  un  rectangle  ne  sont  pas  des 
polygones  semblables;  la  première  condition 
existe,  mais  pas  la  seconde  ;  un  carré  et  un  lo- 
sange ne  sont  pas  des  figures  seiublables;  la 
deuxième  condition  existe,  mais  non  la  pre- 
mière; tous  les  carrés  sont  des  figures  sem> 
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blables;  car  les    deux  conditions   subsistent 
ensemble. 

289.  De  cette  suite  de  proportions  AB:  ab 

:  :  BC  :  *C  :  :  CD  :  Cfi?:  :  DE  :  ^€  :  :  EF  :  ef,  l'on 

conclut  AB+BC  +  GD+DE  +  EFta^+éc 
+  cd-\^de'\-efi  :  AB  :  ab  ;  donc , 

Le  contour  ou  le  périmètre  du  premier  po- 
lygone est  au  périmètre  du  polygone  sembla^ 
ble  comme  un  coté  du  premier  est  au  côté 
homologue  du  second. 

290.  Menan  t  des  diagonales  des  deux  sommets 
homologues  A  et  a,  les  deux  triangles  ABC, 
abc,  sont  semblables ,  puisqu'ils  ont  un  angle 
égal  (A,  a),  compris  entre  des  côtés  propor- 
tionnels (208)  :  donc  angle  BCA=angle6^Câ(; 
mais  Tangle  BCDs=:&C£^:  donc  ACD=^zc^/; 
or  AC:  ac  :  :  BG  ibc  :  t  Cïiicd:  donc  les  deux 
triangles  ACD  et  ac^ sont  semblables,  puisqu'ils 
ont  un  angle  égal  compris  ebtre  côtés  propor- 
tionnels. On  démontre  de  même  que  le  triangle 
ADE  est  semblable  au  triangle  ADE;  par 
conséquent  ,  deux  polygones  semblables 
peui^ent  étrepartagés  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblables  ,  par  des  diagonales 
tirées  de  deux  sommets  homologues* 

291.  En  comparant  les  ait  es  des  triangles 
semblables  (  202  ) ,  on  obtient  : 

Aire  ABC  :  aire  abc:iÈih.BQ:ab,bciiàB^\ab'^ 
Aire  ADG  :  aire  adc  :  :  CD^  :  cd'  :  :  AB»  :  ab^ 
Aire  ADE  ;  aire  ade  :  :  DE»  :  de^  :  :  AB»  :  ab^ 
D'où   aire  ABC  :  aire  abc  :  :  aire  ADG  :  aire 

adc  :  :  aire  ADE  :  nire  ade  ; 
Et  ABG+ADG+ADE  :^6c+a^c  +  ^rfe  :: 

aire  ABC  :  aire  abc  :  :  AB»  :  ab. 
Ainsi ,  les  aires  des  deux  polygones  sem 
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blables  sont  entre  elles  comme  les  carrée  des 
côtés  homologues. 

Soit ,  par  exemple ,  AB  as  2"  et  «&*=  i"  j  le 
contour  du  petit  polygone  sera  contenu  3 
fois  dans  celui  du  grand,  et  Taire  du  petit 
polygone  sera  oontenoe  4  fois  ^i>s  celle  du 
grand  ;  le  rapport  des  aires  craît  plus  rapide- 
ment que  celui  des  contours. 

192.  (  Fig.  65.  )  La  réciproque  de  la  pro- 
position (  289  )  est  celle^i  1  deux  polygones 
sont  semblables  lorsquils  sont  formés  dun 
même  nombre  de  triangles  semblables,  et 
semblablement  placés \  en  effet,  de  oe  que 
les  deux  triangles  ABG  et  abc  sont  semblables , 
(287)  on  en  conclut  qu'ils  sont  équiangles  entre 
eux  (10^ ,  qu'ils  ont  les  o^tës  proportionnels  « 
et  l'on  a  BG  :  6^  t  :  CD  :  ae  ;  mais  les  deux  trian- 
ffles  suivans  AGD  et  aed  étant  semblables  » 
fournissent  la  proportion  AG  t  oc  t  x  GD  :  cd  $ 
donc  BG  :  bc  zt  AG  t  cdf  en  continuant  Vie 
la  même  manière  »  on  parvient  à  prouver  que 
les  deux  polygones  ont  les  angles  égaux  et  les 
côtés  homologues  proportionnels,  oi  1  on  re* 
tourne  le  triangle  ABG,  de  manière  que  G 
soit  en  A  et  A  en  G ,  les  deux  polygones  seront 
encoi'e  composés  d'un  même  nombre  de  trian- 
gles semblables,  et  toutefois  les  polygones  ne 
seront  plus  semblables,  car  les  triangles  ne 
sont  pas  semblablement  placés  j  les  côtés  sont 
encore  proportionnels ,  mais  les  angles  ne 
sont  plus  égaux. 

293.  {Fig.  66.)  Deux  polygones  équian- 
gles ABC  DE,  abcde ,  peuvent  toujours  être 
placés  de  manière  à  avoir  tous  Jes  côtés  homo- 
logues parallèles  et  tournés  dans  le  même 
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sens  ;  en  effet ,  AB  étant  parallèle  k  ab,  et 
l'angle  ABC  étant  égal  à  l'angle  abc ,  et 
tourné  dans  le  même  sens ,  il  faut  que  bc  soit 
parallèle  à  fiC,  et  par  la  même  raison  CD  sera 
parallèle  k  cd  ^  et  ainsi  de  suite. 

Lorsque  les  polygones  «ont  de  plus  iembla- 
blés  ,  les  droites  A  a ,  Bb,  Ce ,  et  qui  passent 
par  les  sommets  homologues  ^  se  réunissent 
en  un  même  point  O ,  appelé  centre  de  simi" 
litude.  En  effet ,  soient  menées  les  deuK  droi- 
tes Aa,  B2»,  se  rencontrant  en  O,  Ton  a  la 
proportion  06  :  OB  wabi  AB  ;  mais  ab  :  AB  :  : 
BG  :  bc;  donc  Ob  :  OB  :  :  6c  :  BG  :  il  faut  donc 
que  les  trois  points  0,  c^  G,  soient  sur  une 
même  droite;  on  démontrera  de  même  que 
les  trois  points  O  ,  d,  D ,  sont  sur  une  même 
droite. 

294*  Et  réciproquement ,  lorsque  deux  poly- 
gones à  côtés  parallèles ,  et  tournés  dans  le 
même  sens ,  ont  un  centre  de  similitude ,  ils 
sont  nécessairement  semblables  :  donc,  pour 
construire  sur  la  droite  donnée  AB  homolo* 
gue  k  ab j  un  polygone  semblable,  il  faut 
mener  du  point  0  des  droites  aux  sommets , 
une  droite  parallèle  k  ab  et  égale  à  AB  ;  par 
B  une  parallèle  BG  à  bc;  par  G  une  parallèle 
CD  à  cdf  et  ainsi  de  suite  ;  le  polygone 
ABC  DE  sera  semblable  au  polygone  abcae, 

295.  Le  parallélisme  des  cotés  entre  deux  po- 
lygones semblables  ,  pouvant  s'établir  d'une 
infinité  de  manières,  il  s'ensuit  qu'il  existe 
une  infinité  de  centres  de  similitude ,  soit 
dans  l'intérieur ,  soit  à  J'extérieur  des  poly- 
gones ;  on  peut  même  choisir  un  point  pris 
arbitrairement  pour  centre  de  similitude  ; 
alors  étant  donnée  la  position  d'un  des  poly- 
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gones,  celle  de  Tautre  peut  avoir  deux  posi- 
tions. [Fig.  67.)  Eu  effet,  soient  ABGD» 
abcdy  deux  polygones  semblables,  et  O  leur 
centre  de  similitude ,  en  prolongeant  les  dia- 
fionales  OA ,  OB,  OC,  OD,  d'une  quantité 
égale  et  dans  le  sens  inverse ,  on  formera  un 
nouveau  polygone  db'dd  égal  à  ABCD ,  et 
dont  les  côtés  homologues  sont  parallèles  à 
ceux  du  polygone  abcd\  dans  la  première 
position ,  le  centre  de  similitude  est  du 
même  côté  des  deux  polygones  ;  dans .  la 
seconde  position ,  le  centre  de  similitude  est 
interméaiaire. 

296.  {Fig.  ^^,)  Il  est  facile  de  voir  que 
toute  droite  FOK  qui  passe  par  le  centre 
de  similitude  0  de  deux  polygones  sembla* 
blés,  les  partage  chacun  en  deux  polygones 
respectivement  semblables  ;  FBAEK  est  sem- 
blaole  hfbaeki  et  FCDK  est  semblable  à 
fcdky  et   réciproquement   toute  droite  qui 

Eartage  de  cette  manière  deux  polygones  sem- 
labiés^  et  ayant  leurs  côtés  homologues  pa« 
railèles ,  passe  nécessairement  par  le  centre 
de  similitude  :  une  telle  droite  se  nomme 
axe  de  similitude;  il  suit  de  ce  qui  précède 
que  deux  axes  de  similitude  se  coupent  au 
centre  de  similitude. 

^97*  ^^^1^'  ^7')  Sî  sw  ies  deux  côtés  ho- 
mologues BA,  ba^  Va!,  on  construit  les 
triangles  semblables  BAJ,  bai,  Vdi.,  les 
points  I  et  £ ,  i  sont  les  sommets  homologues 
des  trois  polygones  semblables  IBGDAI  » 
ibcdai  9  i'b'c'd'a'i'  -^  or  ,  ces  polygones  ont  le 
même  centre  de  similitude  que  les  trois  pre- 
miers polygones  :  donc  les  trois  points  I»  £,  i' 
sont   sur   une  même  draite ,  passant  par  le 
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centre  O  de  similitude ,  et  cette  droite  peut  ne 
rencontrer  aucun  des  deux  polygones;  elle 
est  aussi  un  axe  de  similitude. 

298.  Deux  polygones  ëgaui  sont  évidem- 
ment semblables  ,  et  lorsqu'ils  sont  placés 
dans  la  position  parallèle,  leur  centre  de 
similitude  est  situé  à  Tinfini. 

299.  {Fig.  6%,  )  Soit  ABCDEF  un  polygone 
ëquilatéral ,  ayant  les  angles  B  =  C  =  E  =  F, 
et  supposons  que  la  diagonale  AD  divise  le 
polygone  en  deux  parties  symétriques  ^  de 
i»orte  que  les  droites  fiF,  CE  sont  perpendi- 
culaires à  AD ,  qui  les  divise  en  deux  parties 
égales;  il  est  évident  qu'en  aura  AB,  BG , 
CD,  respectivement  parallèles  à  DE ,  EF,  AF; 
soit  ahcdef  le  polygone  semblable,  placé 
dans  la  position  parallèle,  on  aura  de  même 
ab  fbc  fCdf  respectivement  parallèles  k  de  y 

Considérons  d'abord  les  lettres  italiques 
écrites  extérieurement  au  polygone ,  dès  lors  a 
est  homologue  à  A ,  &  à  B ,  etc.  ;  en  menant 
des  droites  par  ces  points ,  on  obtient  le  centre 
O  de  similitude  ;  considérons  les  lettres  itali- 
ques écrites  dans  l'intérieur  du  polygone;  elles 
répondent  aussi  à  des  sommets  homologues  ; 
donc  en  joignant  par  des  droites  les  sommets 
homologues,  elles  se  réunissent  en  un  point  o 
qui  est  un  second  centre  de  similitude  :  ainsi, 
ces  sortes  de  polygones  équilatéraux  ont  deux 
centres  de  similitude ,  l'un  O  externe ,  et 
l'ailtre  o  intermédiaire  ou  interne  ,  et  il  est 
aisé  de  démontrer  que  la  droite  0  o  divise  les 
côtés  BC,  EF,  hc ^  ef,  en  parties  propor- 
tionnelles aux  côtés  nomo!o!^ues  des  poly* 
gones. 
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Lorsque  les  deux  polygones  ëquilàtëraux 
sont  égaux ,  et  placés  dans  la  position  paral- 
lèle, le  centre  de  similitude  externe  est  à 
Tinfini^  et  le  centre  interne  est  le  seul  qui 
existe. 

3oo,  Soient  P,  P',  P",  trois  polygones  quel  • 
conques  semblables ,  et  placés  dans  la  posi- 
tion parallèle  ;  et  soit 

E"  le  centre  de  similitude  de  P  et  P'  ; 
E'  Id.  P,P"; 

E  Id.  P',P", 

Menons  unedroiteparlT'etE',  elle  sera  axe 
de  similitude  pour  P  et  P'  et  pour  P  et  P"  : 
elle  sera  donc  axe  de  similitude  entre  P'  et  P" , 
{)ar  conséquent ,  elle  passera  par  le  centre  E  de 
similitude  (^gS)  :  donc  les  trois  centres  de 
similitude  sont  sur  une  même  droite. 

3oi.  P,  F,  P",  étant  trois  polygones  sem- 
blables ,  équilatéraux  comme  dans  le  numéro 

Soient  E"  le  centre  de  similitude  externe, 
et  r  le  centre  de  similitude  interne  de  P  et  P'  ; 

E'  le  centre  de  similitude  externe ,  et  V  Iç 
centre  de  similitude  interne  de  P  et  P"  j 

£  le  centre  de  similitude  externe  »  et  I  le 
éentre  de  siunlitude  interne  de  F  et  P". 

Op  prouvera  comme  ci-dessus  (3oaj,  que  les 
six  centres  sont  distribués  trois  à  trois  sur  une 
même  droite ,  savoir  les  trois  centres  externes 
et  deux  centres  internes  avec  un  eiterne ,  ce 
qui  donne  quatre  droites. 

3o2.  On  nomme  rayons  homologues  deux 
droites,  telles  que  O  E  ,  oe  ,  ou  OB ,  06,  qui 
vont  d'un  centre  de  similitude  à  deux  som- 
mets homologues;   il  est  évident   i"*  que  les 
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rayons  homologues  sont  entre  eux  comme  les 
côtes  homologues;  :2°  que  les  périmètres  des 
deux  polygones  semblables  sont  entre  eux 
comme  les  rayons  homologues;  3°  que  les 
surfaces  des  deux  bolygones  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  rayons  homologues. 

Lignes  courbes  semblables  f  propriétés   des 

cercles  comparés, 

3q3*  [Fig.  69.)  Soit  ABCDEF  une  ligne 
courba  quelconque ,  un  arc  de  cercle ,  d  eU 
lipse>  de  parabole,  ou  une  ligne  tracée  au 
hasard;  si  par  un  point  quelconque  0,  ou 
même  des  rayons  OA,  ÛB,  OC,  Oj),  etc. ,  à 
tous  les  points  de  cette  coudre ,  et  qu'on  divise 
tous  ses  rayons  proportionnellement ,  de  sorte 
que  l'on  aitOA  lOa.i  OB:  Oi:  :  OC  :  Oc::  OD 
:  Od ,  etc. ,  on  obtient  une  nouvelle  courbe 
abcde ,  qui  est  semblable  à  la  première,  et 
réciproquement  lorsque  deuxcourbes  ABCOE, 
abc  de,  peuvent  être  mises  dans  une  telle  po- 
sition ,  qu'elles  divisent  proportionnellement 
des  rayons  partis  d'un  même  point,  ces  courbes 
sont  semblables,  (Note  8.) 

Il  est  évidentqu'à  une  même  courbe  ABCDE, 
correspondent  une  infinité  de  courbes  sem- 
blables; car  on  peut  diviser  les  rayons  d'une 
infinité  de  manières  en  parties  proportion- 
nelles, on  peut  même  prolonger  les  rayons 
dans  les  sens  opposés  ôa',  Ob',  Oc',  etc., 
et  la  courbe  a' b  c' d' e'J^  est  aussi  semblable; 
alors  le  centre  de  similitude  O  est  situé  entre 
les  courbes. 

3o4*  Les^y^ones  ABÇDE,  abc  de,  sur 
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semblables,  et  ont  mémo  centre  de  similitude 
que  les  courbes  semblables  dans  lesquelles 
ils  sont  inscrits.  La  corde  AB  est  plus  petite 
que  Tare  Afi ,  la  corde  BG  est  plus  petite 
que  l'arc  BG ,  etc.  :  donc  le  périmètre  du 
polygone  inscrit  est  plus  petit  que  le  périmètre 
de  la  courbe;  mais  plus  la  corde  AB  sera 
petite,  moins  elle  différera  de  son  arc;  par 
conséquent,  plus  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  insci'it  dans  l'arc  AF  sera  grand , 
et  moins  le  périmètre  différera  de  celui  de 
la  courbe  ;  il  en  est  de  même  des  polygones 
inscrits,  dans  la  courbe  semblable  abc  de  ; 
donc  on  aura,  i^  les  périmètres  des  deux 
arcs  semblables ,  interceptés  entre  deux  rayons 
homologues ,  sont  entre  eux  comme  ses  rayons  ; 
2^  les  aires  des  secteurs  semblables  AOE,  aoe , 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons 
homologues. 

On  nombre  secteurs  semblables  les  trila- 
tcres  mixtes  AOE ,  formés  par  deux  rayons 
OA ,  OF ,  et  un  arc  de  courte  AE. 

3o5.  Une  droite  AT  est  tangente  à  une 
courbe ,  lorsqu'elle  n'a  qu'un  seul  point  A  de 
commun  avec  cette  courbe  ;  menant  par  le 
point  a  une  parallèle  at  h  AT,  elle  sera  aussi 
tangente  à  la  courbe  abcde;  en  effet ,  soitT 
l'intersection  de  la  tangente  avec  un  rayon 
AB  ,  et  t  l'intersection  de  la  parallèle  al  avec 
le  même  rayon  ;  puisque  AI  est  une  tangente, 
il  faut  donc  que  T  soit  hors  de  la  courbe  ,  et 
que  l'on  ait  OT;>OB  ;  or,  on  a  la  propor- 
tion 

OA  :  Oa  :  :  OT  :  O^  :  :  OB  :  06; 

OT  est  plus  Grand  que  OB  ;  donc  O^  est  plus 
grand  Que  Ou ,  et  par  conséquent  le  point  t 
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est  hors  de  la  courbe  abcde;  or,  ou  peut 
prendre  le  rayon  OB  aussi  près  qu'on  >'eut  de 
OA ,  et  la  conclusion  &era  la  même  :  donc  la 
parallèle  al  a  tous  ses  points  hors  de  la  courbe 
abcde ,  et  par  conséquent  est  une  tangente  à 
cette  cburbe ,  et  en  général  les  tangentes  me- 
nées à  deux  points  homologues  de  deux  courbes 
semblables,  ayant  un  centre  de  similitude ,  sont 
parallèles. 

Deux  cercles  comparés. 

306.  Les  circonférences  sont  des  courbes 
semblables  ;  en  effet ,  on  peut  placer  ces  cir- 
conférences de  manière  à  être  concentriques  ; 
alors  le  centre  est  évidemment  un  centre  de 
similitude ,  et  les  rayons  des  circonférences 
sont  des  rayons  homologues  ;  par  conséquent , 
1°  les  arcs  des  cercles  interceptés  entre  les 
mêmes  rayons ,  sont  entre  eux  comme  ces 
rayons  ;  2°  les  circonférences  sont  entre  elles 
comme  leurs  rayons  ;  3°  les  secteurs  circulaires 
interceptés,  entre  les  mêmes  rayons,  sont  en- 
tre eux  comme  les  carrés  des  rayons;  4^  les 
aires  des  cercles  sont  entre  elles  comaie  les 
carrés  des  rayons;  5^  deux  arcs  semblables, 
ayant  même  corde ,  sont  égaux. 

307.  [Fig,  70.)  C  et  C  étant  les  centres 
des  dcMX  circonférences ,  R  et  R'  leurs  rayons 
si  on  divise  la  distance  GC  en  segmcns  addi- 
tifs et  proportionnels  aux  rayons ,  le  point  de 
division  I  sera  le  centre  de  similitude  ;  car , 
menant  deux  rayons  quelconques  CM  ,  CM', 
parallèles ,  on  aura  CI  :  Cl  :  :  CM  :  CM  : 
donc  les  trois  points  M ,  I,  M',  sont  sur  une 
même  droite  ,  et  l'on  aura  constamment  CM  : 
CM'  :  :  Cl  :  CI  :  ;R  iR' ,  par  conséquent  M  et 


i  le  point  I  est 
imterme;  à  1  on  divise 


rr*rc.rc',de 

1m    m    IC:rC::R:R',     le 

r  sera  «■  centre  de  similitode  externe  if 
ctfrt«  piulofuseant  CM  jusqu'en  L ,  on  aura 
CI':  Cl  ::CL:C1I  :  fioDc  les  trois  poînts 
L,  M'  »  r  90Bt  fi«r  «ne  mêoie  droite ,  et  l'on  a 
FM  ^FL  :  :r:R  ;  ainsi  les  points  M'  et  L  sont 
lioonoloenacs  relatiTcment  à  F  :  il  s'ensuit  que  la 
droite  CT  est  dÎTi$ée  harmoniquement  en  I  et 
C:  donc  si  Vtm  décrit  une  circonférence  sur 
ce ,  oDoune  diamètre ,  la  polaire  de  T  passera 
par  le  point  I. 

308.  Si  les  cercles  C  et  G'  se  touchent 
extérieurement ,  le  point  de  contact  N  est  le 
centime  de  similitude  interne  ;  si  G  et  G'  se 
touchent  intérîenrement ,  le  point  de  contact 
N  est  nn  centre  de  similitude  externe  ;  car  la 
distance  des  deux  centres  est  divisée  par  le 
point  de  contact ,  dans  le  premier  cas ,  en 
segmens  additionnels ,  et  dans  le  second  cas ,  en 
segmens  soustractifs  proportionnels  aux 
rayons ,  et  ses  segmens  sont  les  rayons  mêmes. 

309.  (  Fig.  71.  )  Lorsque  les  cercles  sont 
placés  comme  dans  la  pg.  7 1 ,  les  points  I 
et  F  sont  les  rencontres  des  tangentes  com- 
munes RIR',  SIS,  et  KK'  r,LLT,  qu'on 
peut  mener  aux  deux  cercles  j  car  soit  l'K' 
une  tangente  au  cercle  G' ,  abaissez  la  perpen- 
diculaire GK  ,  on  a  la  proportion 

ICMG::G'K':GK::R':Rî 

or  G'K'  a=  R' ,  donc  CK  :==  R ,  par  coo«é< 
est  sur  U  ciixonférenoe  G  | 
même  par  rapport  aui| 


167 

Les  triai^sltt  semblables  GKI'.  C'KT  don- 
nent CK:C'K'::CI'iCT; 

(Too  CK— C'K':  GK  :  >  GG'  >  CI'  5 

CK— CK'  :  CK' .  :  ce  :  CT  j 

d'où  cr=^  •  ^ 


f  I 


CK— CK 

cc;^jc;k' 

CK— C'K''. 

^       ^_     CK*     CK— C'K'.CK 
et       CD=— = — j 

_,„     CK''     CK— C'K  .  C'K' 

cr  ce        ' 

3io.  LespropottitioDS,  relatives  aav  points 
et  aui  lignes  Domologues ,  aux  axes  de  si« 
militade  des  polygones  semblables,  s'appli- 
qneot  également  aux  courbes  semblables  , 
par  conséquent  aux  circoni'éi'ences  j  d'où 
nous  concluons  :  i**  les  cordes  KL,  K'L' 
sont  homologues,  ainsi  que  les  cordes  RS 
etR'S';  2^  les  pix)positions  ^91  et  3oi  sont 
encore  vraies,  lorsque  P,  F,  P"  sont  des 
cb'confcrences  de  cercles  ;  3*  si  la  circonfé- 
rence G"  (fig-  72)  touche  les  deux  circon- 
férences G  et  G  en  I  et  T  extérieurement ,  ces 
deux  points  de  contact  et  le  centre  de  simili- 
tude extérieur  £  'de  G  et  G' ,  sont  sur  une 
;>4°  il  en  est  de  même  si  la  circon- 
'  ^e  intérieurement  par  les 
touchée  extérieuremer 
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nar  Tune ,  et  intérieurement  par  l'autre  ciroon- 
térence ,  les  deux  points  de  contact  sont  sur 
une  même  droite  >  avec  le<%ntre  de  similitude 
interne  des  deux  circonférences  touchées. 

3i  I.  [Fig.  72.)  La  droite  EIFAI  rencontre 
les  trois  cercles  en  quatre  points  IV,  F,  I,  M; 
N  et  I  sont  homologues  ;  jil  en  est  de  même  des 
deux  points  T,  M  :  donc  les  deux  tangentes 
M  Y,  IX  sont  des  droites  homologues  aux  cercles 
G ,  G',  et  par  conséquent  parallèles  ;  mais  la 
tangente  XI'Y  est  une  droite  homologue 
commune  aux  deux  cercles  G',  G''  :  donc  les 
points  X ,  Y  sont  des  points  homologues  aux 
cercles  G',  G'';  on  démontrera  de  même  que 
les  points  X ,  Z ,  sont  homologues  aux  deux 
cercles  G  et  G'';  donc  ,  si  par  les  points  Y,  X, 
Z,  on  abaisse  les  droites  XV,  YD',  ZD ,  per- 
pendiculaires à  GG^  elles  seront  homologues  , 
savoir  XV ,  Yiy,  par  rapport  aux  cercles  G', 
G"  et  XV ,  Zï^ ,  par  rapport  aux  cercles  G  et 
G";  YK'L',  ZKL ,  sont  les  polaires  respectives 
du  point  Ë  dans  les  cercles  G'  et  G;  ainsi,  la 
droite  XV  est  une  homologue  commune  aux 
deux  polaires  KL ,  KX';  elle  conserve  toujours 
la  même  position,  quelle  que  soit  celle  du 
cercle  G";  en  effet ,  l'on  a 

G'X»=:GT»+Xr^ 

GX»=GI«+XI^ 

donc  GX»— G'X^  =  Gr  — GT»  =  GV» 

— GT^  =  (GVH-GT)  (GV— G'V) 
=CG'.  GV  — GTj 

d'où  CV— C'Y  = — ; =  CD+C'D'. 

(3o9). 
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d'où  CV— GD=C  D'+CV , 

on  bien  DV=DT. 

Ainsi,  la  droite  XYW  est  à  égale  distance  des 
deux  polaires  KL ,  K'L/y  communes  au  centre 
£  de  similitude  extérieur;  on  prouve  de  la 
même  manière  qu'elle  est  à  égale  distance  des 
deux  polaires  communes  au  centre  de  simi- 
litude intérieur.  Etant  donc  donnés  deux  cer- 
cles G,  G',  la  droite  XYW  est  déterminée 
de  position;  nous  la  daignerons  donc  sous 
le  nom  de  ligne  disomotogue ,  dénomination 
qui  rappelé  la  propriété  d'être  deux  fois 
homologues.  On  l'a  aussi  appelée  axe  ratU- 
cal;  nous  ignorons  la  raison  de  cette  déno- 
mination. (Mémoire  de  M.  Gautier,  Journal 
de  r  école  polytechnique^  seizième  cahier.)  Gette 
ligne  est  très -utile  dans  la  solution  des 
problèmes  relatifs  aux  contacts  des  cercles. 

3 12.  [Fig.  71.)  Les  quatre  tangentes  que, 
du  point  X,  on  peut  mener  aux  deux  cercles 
C  et  G',  sont  évidemment  égales  entre  elles  : 
doncla  ligne  disomologue  jouit  encore  de  cette 
propriété ,  que  les  quatre  tangentes,  menées  de 
chacun  de  ses  points  aux  Jeux  cercles ,  sont 
égalés  entre  elles. 

3i3.  Gette  propriété  donne  un  procédé  fa- 
cile de  construire  la  disomologue.  Soient  G  et 
C  {^fig*  72  bis)  les  deux  cercles  donnés;  d'un 
point  quelconque  K  comme  centre,  et  d'un 
layon  suffisamment  ji^rand,  on  décrit  une  cir- 
conférence coupant  6  en  M,  N  et  G' en  M',  W; 
l'intersection  des  cordes  MN,  M'N',  est  sur  la 
disomoloi:(ue ,  car  les  quatre  taugentes.  menées 
du  point  11  aux  deux  cercles  sont  égales.  Ainsi 
RS  perpendiculaire  à  GG'  est  donc  la  disomo- 

1.5 
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logue  cherchéa  ;  cette  construction  a  même  lieu 
lorsque  le  cercle  G  est  entièrement  entouré  par 
le  cercle  C, 

3i4*  Loi*8que  les  deui  oerdes  se  coupent ,  la 
droite  d*ioterseetion  est  la  disoaiolof^ue  des 
deux  cercles. 

3i5.  Lorsque  les  deux  cercles  se  touchent, 
leur  ligné  disomologue  se  confond  avec  la 
tangente  au  point  de  contact. 

3i6.  {F'ig»  73.)  Soient  les  trois  cercles  C, 
C,  C",  touches  ext^érieu rement  en  I,  F,  I'", 

Î>ar  le  cercle  C";  soient  KL,  K'L',  Xlf ,  les  po- 
aires  homologues  et  la  ligne  disomologue  par 
rapport  aux  cercles  C,  C,  et  RS,  L'"K'",NZ,  les 
lignes  analogues  par  rapport  aux  cercles  G ,  G'"; 
l'intersection  N  aes  deux  disomologues ,  Tinter- 
section  D  des  deux  polaires  RS ,  KL  et  le  point 
de  contact  I  sont  sur  une  même  droite.  En  effet, 
-lesdi*oites  XN,  KL,  sont  homologues  par  rap- 

Eort  aux  cercles  G,  G";  les  droites  KS,  ZM ,  sont 
omologues  par  rapport  aux  mêmes  cercles  : 
donc  les  intersections  N  et  O  sont  des  points 
homologues ,  et  la  droite  qui  les  joint  passe  par 
le  centre  1  de  similitude. 

31';.  (Figure  73.  )  De  là  découle  un  moyen 
simple  de  i*ësoudi^  le  problème  LX  ,  p.  i55  ; 
car  on  peut  toojoui*8  ti-ouver  les  points  N 
et  B(a47);  *«  po»»*  '*  ^^  *•  «droite  ND 
coupe  le  ceix;le  G,  est  un  point  de  contact; 
par  la  même  méthode  on  trouve  le  point  F, 
et  l'intersection  des  rayons  Cl,  CT,  don- 
nera le  centre  G"  du  cerde  cherché  ;  il  est 
facile  de  voir  ce  qu'il  faut  faire  lorsque  le  cercle 
doit  toucher  auti'ement  qu'il  nest  indiqué 
parla  figure  (267). 
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3 18.  {Fig.  na.)  Plu«  le  rayon  du  cercle  CI 
diminue ,  et  plus  la  polaire  KL  se  rapproche 
du  centre;  lorsque  le  rayon  est  nul ,  cette  po- 
laire passe  par  le  centre  (fig*  73  bis).  On  voit 
donc  ce  Qu'il  faut  faire  pour  mener  une  circon- 
férence (j\  passant  par  le  point  donné  G,  et 
devant  toucher  les  cercles  donnés  G',  G'". 

La  figure  yS  ter  montre  les  constructions 
pour  mener  une  circonférence  G"  qui  touche  le 
cercle  donné  G'  et  passe  par  les  points  donnés 
G,  G". 

319.  {Fig.  74.)  Si  le  rayon  du  cercle  G'" 
devient  infiniment  grand ,  le  cercle  se  change  en 
une  droite  G'",  alors  la  polaire  RS  devient  tan* 
gente  au  cercle  G  et  parallèle  à  la  droite  G"', 
qui  se  confond  avec  sa  disomologue.  Les  points 
Û  et  N  se  déterminent  comme  dans  le  problème 
précédent;  et  la  droite  RI  coupe  la  droite 
donnée  au  point  de  contact  V",  Il  est  aisé  de 
voir  comment  il  faut  s'y  prendre  lorsque  deux 
des  cercles  sont  remplacés  par  des  droites  ou 
par  un  point  et  une  droite. 

Les  Jig,  73  à  fj/^.  ter  représentent  ces  divers 
cas ,  avec  les  constructions  qui  s'y  rapportent , 
savoir  z 

1°  Trois  cercles  G,  G',  G'"  ifig-l^  )• 

i*»  Deux  cercles  G' ,  G'" ,  le  point  C;(^^.  73 
bis  ). 

'  3«  Un  cercle  G'  et  deux  points  G ,  G'"  {fig. 
73  ter), 

4*  Un  cercle  G ,  une  droite  G'" ,  un  point  G' 


[fif  34). 
5°  Un  i 


cercle  G ,  deux  droites  G',  G'"  {fig* 
74  bis). 

ô**  Deux  cercles  G,  G',   et  une  droite  G'" 
(fig-  74  ^er). 
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Le  cercle  cherché  est  partout  désigné  par  C\ 
(  Voir  Note  9.  ) 


Calcul  des  triangles  ,  ou  Trigonométrie. 

320.  Nous  avoos  vu ,  ci-dessus  page  96 , 
que  dans  tous  les  triangles  équiangie&  eblre 
eux  les  rapports  entre  les  cotés  sont  inva- 
nables  ;  il  suffit  donc  de  connaître  ces  rapports 
dans  un  de  ces  triangles,  alors  on  les  connaîtra 
aussi  dans  tous  les  triangles  semblables.  Pour  la 
facilité  des  calculs  on  ne  considère  d'abord  que 
les  triangles  rectangles. 

(  Fig,  7.').  )  Soit  donc  BAC  un  triaugle  rec- 
tangle en  A,  les  trois  côtés  donnent  lieu  à 
six  rapports ,  savoir  : 

AB  BC  AC  BC  AB  AG 
BC'AB'BC'AG'AG'AB' 

Pour  les  distinguer,  on  a  donné  divers 
noms  à  ces  rapports  ;  désignons  par  p  le  côté 
AB  opposé  à  l'angle  G ,  et  par  a  le  côté  AG , 
adjacent  à  Tangle  G,  et  par  K  l'hypothénuse  BC, 
les  six  rapports  deviennent* 

p  ^  a   ^  p  a> 
p    B.    a  a  p 

Le  premier  rapport^  a  été  désigné  sous  le 
nom  de  sinus  de  Tangle  G. 

Le  deuxième  rapport—*  aété  désigné  sous  le 
nom  de  cosécante  de  l'angle  G. 
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Le  troisième  rapport  ~  a  été  désigné  sous  le 
nom  de  cosinus  de  TaQgle  G. 

Le  quatrième  rapport  —  a  été  désigné  sous 
le  nom  de  sécante  de  l'angle  G. 

Le  cinquième  rapport-^  a  été  désigné  sous  le 

nom  de  tangente  dt  Fangle  G. 

a  ■ 

Le  sixième  rapport  -  a  été  désigné  sous  le 

nom  de  co  tangente  de  Tangle  G. 

Nous  verrons  plus  loin  lorigine  de  ces  déno* 
minations.  Ges  définitions  peuvent  s'écrire 
ainsi  : 

^= sinus  angle  G,  ou  en  abrégeant  i 

(i)  ^  =  sinus  G  ^ 
11. 

(2)  —  =  cosécante  G , 
P 

(3)  ^  7^  cosinus  G, 
xi 

R 

(4)  —  =  sécante  G , 
a 

(5)  —  =  tangente  G, 


(6)  —  ;=  cotangente  G» 


16' 
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3>i.  Multipliant  l'cquation  (i)  )>ar  l'équa- 
tion (a),  il  vient 

|x-  =  sin.Ccosëc.G=i; 
R      p 
OB  trouve  de  m^me 

coi.CKtéc.Cn.1, 
tang.  G  ^  Got.  G  s=  I  ; 

d'où  l'on  tire  coséc  G  =  ■■.  ■     -., 
no.  G 

cof .  G 

cot.C= — î-=, 
tang.  G 

n  ituffit  dono  de  coBoaltre  les  trois  rapports 
sin.  G ,  COS.  G ,  tang.  G ,  pour  en  conclure  les 
ti-ois  autres. 

3».  On  3 


car  le  triangleëtant  rectangle,  l'onaR'==^'-(-i3' 


donc      cos.G= 

V^  .-sin, 

Te: 

Ainsi ,  cnnoaissant  le  rapport  ! 

déduit  COS.  G. 

lin.  G 

,  on  en 

En  divisant,  a 

n  obtient 

k  ^, 

4=^ 

s 

■  tang 

.C. 

moyen  de 

on.  C  on 

peut 

donc 

trouver 

d  cas.  C ,  et  ensuite  tang.  Qk  Ainsi ,  il 
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suffit  de  oonnattre  le  rapport  sîn.  G  pour  en 
déduire  les  cinq  autres  ;  il  en  est  de  même  d'un 
autre  rappoi*t  ;  par  exemple  connaissant 
tang.  G  ,  on  en  conclura  les  cinq  autres. 

3a3.  Si  nous  considérons  ces  rapports  rela- 
tivement à  l'angle  B ,  on  obtient ,  par  la  défi- 
nition f  ^  =  sin,  ]B  « 

Jn. 

•»aE=e06éc.  B, 
a 

^srcos.  B, 

—  ssséc.By 

—  =  tang.  B, 
P 

-£  fi=  cot.  B. 
a 

En  comparant  ces  équations  avec  celles  du 
numéro  3^0,  on  obtient  celle9-cit 

sin.  G=ooSb  B, 
cos>  G  =  sin.  B , 
tang.  G  =  cot.  B> 
cot.  Gantanff.  B^ 
sec.  G  =  cosec.  B , 
coséc.  G  s?  séc.    B , 

C'est  cette  relation  existant  entre  les  angles 
B,  G  du  même  triangle  rectangle  qui  a  donné 
lieu  aux  dénominations  de  cosinus,  cotan- 
gente,  cosécante, 

B  étant  le  complément  de  l'angle  G  ,  on  a 
B=ii  — C  =  90«  — G. 


y 
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On  j[)€ut  donc  écrii-e  les  six  relations  ide  cette 
manière  sin.  C  =  ces.  (90° — C  ) , 
C03.  C  =  sin.  (  go® —  C  ) , 
tang.  C  =  cot.  (  9o« —  G  ) , 
cot.  C  =  tang.  (go'' — C ) , 
séc.  C=cosec.  (go° — C), 
coséc.  C  =  séc,     (  go® —  C  ) , 

3^4.  Faisons  C  =450, 
on  aura  90® — C  =  45®  ; 

d'où  sin,    45°=  COS.     45^, 

tang.  j^S^  =  cot.  '    45**  » 
s&.    45°  ^  coséc.  450 , 
De  (  3aa)  on  tire 

sin.»  450  +COS.*  450  =  I  ;  d'où 
2  sin.^  45°=  I , 

sin.    45«  =  l/l       '=  0,707 1068  =r  C08.45S 
tang.  45«  =  I  =  cot.  45o, 

séc.    45«  =  1^2     =i,4ï42i36=coséc.45o. 
Ainsi ,  nous  connaissons   les  six  rapports 
pour  l'angle  de  45^* 

325.  (Fig.  76.)  Multipliant  cos.  C  par  sin. 
G  (320),  l'on  obtient 

sin.  G  cos.  C=^. 

Soit  I  le  milieu  de  BG ,  et  AP    la  hauteur 
du  triangle  rectangle  :  or  ,  le  double  de  Taire 
BAG  est  égal  à  BC  x  AP, 
et  encore  à        AB  x  AG; 
d'où  AB  X  AG  =  BG  X  AP, 

ou  bien  ap^Rx  AP, 

ap      AP 
et  •Râ*^^"R"^*'"'  Ccos.  G. 
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AP 

Oo       "TV  =  ^^în-  AlP  =  sin.  2  C  (5;) , 
AI 

AP      AP       sin.aC       .      ^ 

— -  -  =  -;r-:= =  Slll.    C  COS.  ii  I 

aAI       R  2  ' 

d'où  sin.  2  C  =  2  5m.  Goos.  G(A). 

Au  moyen  de  cette  expression  ,  on  peut 
calculer  les  six  rapports  pour  l'angle  2  C , 
lorsqu'on  connaît  ces  rapports  pour  l^gle  G. 

326.  (  Fig.  76.  )  Faisons  G  =  3o^  ,  alora 
AIB  =  ABI  =  60^  \  donc  le  triangle  AIB  est 
équilatéral ,  et  l'on  a     AB  =  BI  =  f  BG  ; 

AB      AB 
donc    sin ,     3o*»  =577? = — r^  = 

ULi      2Alf 

=  7  =  0,500000  =  COS.  6o* , 

cosëc.3o*'=  K  I  —  T  = = 

*  2 

=  0,8660254  =  sin.  60*, 

I 

tang.  3d*="r::^  =  0,5773503  = 

=  cot.  60°, 

cot.    3o*»=s=  \/3  =  1 ,732o5o8 = 
=:tang.  60^, 

sec.     3o®=s— TT— =  — z  = 
cot.  3o**       1/3 

=  1,1 547005  =  coséc.  6o' , 

coséc.3o*=-: — r — scsssséc.  6o«. 
sin.  3o° 

327.  (Fig,  77.) Supposons  maintenant  que 
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Thypothénuse  R  ,  cooservant  toujom^s  ménie 
grandeur  ,  on  fasse  prendre  à  Tangie  aigu  G 
toutes  les  valeurs  possibles  ,  on  aura  une 
suite  de  triangles  CAB  ,  CA'B,  CA 'B',  etc. , 
dont  les  sommets  B  sont  une  circonférence 
ayant  G  pour  centre ,  et  Thypothénuse  R  pojur 
rayon.  On  a  construit  des  tables  qui  renfer- 
ment les  valeurs  des  six  rapports  (32o)  pour 
chacun  de  ces  triangles.  Ges  tables  sont  con« 
nues  sous  le  nom  de  Tables  des  sinus  natu- 
rels ,  du  nom  d'un  des  rapports  ;  le  plus 
ordinairement  elles  renferment  les  valeurs  qui 
croissent  de  minute  en  minute ,  depuis  o 
jusqu'à  90*^  :  et,  pour  le  premier  degré,  de 
seconde  en  seconde,*  par  exemple^  soit  G  = 
lô*'.  i3',  les  tables  donnent  pour  cet  angle  : 

AB 

—  =  sin.  1 6®. i3'  =  0,2792704  =  COS.  73*^.47' 

— ^  =  co«.  lO^io  =0,9002 ia5  =  sin.  id. 

AB  ,     ,,  ^,  , 

— =tang.  lo**.  1 3  =st  0,2908423  =cot.  id. 

AC 

—  =  cot.    i6°i3'  =  3,4382891  =  tang.  id. 

BG 

—-- = séc.  1 6°.  1 3'  =  I  ,o4 1 43 62  =  coséc.  id. 
AG 

BG 

— 5=coséc.  i6*. i3'=  3,5807586  =  séc.  id. 

Ai> 

et  ainsi  des  autres  angles. 

On  n'a  besoin  que  de  calculer  les  triangles 
qui  correspondent  à  des  valeurs  de  G  ,  com- 
pris entre  p  et  4*^^?  ensuite  les  mêmes  triangles 
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reviennent  x  ainsi ,   pour  G  =  4^^  y  on   a  le 
méofie  triangle  que  pour  G  =  44^  ; 
cai*  sin.  4^  &=  cos.  44^  (3o6 } , 
COS.  4^"  =  sin«  44**  *  fitC' 
Or  4^^  renferment  I700  minutes  ;  il  faut 
donc  calculer  autant  de  triancies  pour  con- 
struire  des  tables  de  sinus  oont  les  angles 
croissent  de  minute  en  minute. 

328.  On  a  rangé  aussi  en  tables  les  loga- 
rithmes des  sinus,  cosinus ,  tangentes;  et  on 
aime  mieux  employer  ces  tables  que  celles 
des  sinus  ordinaires  ou  naturels ,  à  cause  de 
la  grande  facilité  que  présentent  les  calculs 
par  logarithmes  :  il  y  a  des  tables  qui  donnent 
eu  même  temps  les  rapports  et  leurs  loga- 
rithmes en  regard  ;  mais  celles  dites  de  Collet 
ne  donnent  que  ces  derniers ,  et  on  y  trouve 
expliquée  la  manière  de  s'en  servir ,  par 
exemple  on  a  : 

Log.  sin.  i6<».i3'3S{o,44^^^*^' 
Log.  cos.  1 60. 1 3' =0,9823674 — * 
Log.   tang.  .  .  .  .afco,4636576 — t 

Log.     oot =0,5363424 

Log.     séd..«  •  •  .32:0,0176326 

Log.  coséc =  0,5539750. 

Il  faut  remarquer  qu'on  a  toojottri 
Log.  tâng.  +  )o^.  eotang.  t^  o 
Log*     sin.  4*  log.    coséc.  asr  o 
Log.     COS.  +  log.        séc.  =0; 
c'est  une  conséquence  des  équations  (32o). 

329.  (  Fig-'IT*)  L'arc  LB  étant  la  mesure 
de  l'angle  AGB  ,  on  rapporte  à  oet  arc  le  si- 
nus et  le  cosinus  do  l'angle  ;    ainsi  le  sinus 

AB      ° 
de  Tare  BL  est  égal  ^^^  \  $cai  Qoainiia  e»(  légal 
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AB 

er^;  si  on  prend  pour  rayon  ('unité  de  Ion- 

gueur,  un  mètre  y  par  exemple ,  alors  BG=  i  9 
et  Ton  a 

Sin.    BL=:AB 

Cos.     BLrr:AC 

^        ^,_      AB 
T..,.BI,=jg 

Co..   Bl  =  ^ 

Séc.     BL=7^ 

Coséc.  BLfflB:-T-=r. 

Ali 

Les  lignes  AB,  A  G  sont  eiprîmées  en 
mètres. 

Si  on  mène  en  L  une  tangente  rencontrée 
parle  rayon  CBpi^oIongëy  on  aura 

LM     AB  «.       wiii.\ 

_  =  ^=tang.BL  =  LM  ^ 

_=— «sec.BL  =  CMij 

Menant  par  Textrëmité  N  da  cadran  LN  , 
une  tangente  rencontrée  en  T  pai*  le  rayon 
CM  prolongé  »  on  obtient ,  à  cause  des  trian- 
gles semblables  GMT ,  GAB. 

NT     AC  _,      «T«™ 

CN=ÂB=  ~''  »^=NT 
CT     CB 


AB 
Les  six  lignes  AB .  AG    ML, CM, NT,  GT 
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sont  désignées  sous  le  nom  de  lignes  trigofto- 
métriques  de  Tare  AM  ;  le  rayon  étant  pris 
pour  unité  de  mesure  ,  alors  AB  est  le  si- 
nus, AG  le  cosinus,  ML  la  tangente,  CM  la 
sécante  ,  NT  la  cotangente ,  Gx  la  cosécante 
de  Tare  AB  ;  lorsque  cet  arc  devient  égal  au 
cadran  LN,  le  sinus  CN  est  égal  àTunité,  le 
cosinus  est  nul  ;  la  tangente  et  la  sécante  sont 
infinies,  la  cotangente  et  la  cosécante  sont 
nulles.  A  ces  six  lignes,  on  y  joint  encore  deux 
autres  ,  les  lignes  AL ,  DN ,  qu'il  est  quelque- 
fois très -utile  de  connaître;  AL  est  le  sinus- 
verse  et  DN  le  cosinus-verse  de  BL.  Il  est  évi- 
dent qu'on  a 

sin.  vers.  BL  =  AL  =  GL — r  GA  =  1  —  cos.  BL 
COS.  vers.  BL  ==  DN  =  GN  —  GD  =  i  —  sin.  BL. 

11  y  a  des  tables  qui  donnent  ces  deux  lignes  ; 
on  ne  les  trouve  pas  dans  celles  de  Gallet. 

Exemple:  sin.  vers.  16*. 1 3'=  0,0397875 

cos.  vers.  id.  .=0,7207296 
log.  sin.  V.  lûî.  =  0,5997468 — 2 
log.  COS.  V.  id,  =  0,8577723 — I, 
33o.  En  prolongeant  la  perpendiculaire  AB , 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  de  nouveau  la  cir- 
conférence en  K ,  on  aura  AB  =  ~  BK  j  ainsi 
le  sinus  de  l'arc  BL  est  la  moitié  de  la  corde  de 
l'arc  double  BLM  :  de  là  dérive  l'origine  du 
mot  sinus  ,  car  anciennement  on  nommait  les 
cordes  des  inscrites,  en  latin  inscriptœ ,  et  les 
demi-cordes  des  semi-inscriptœ  ;  et,  par  abré- 
viation ,  ne  prenant  que  les  lettres  initiales  s. 
ins. ,  on  a  fini  par  lire  sinus»  Lorsque  le  rayon 
n'est  pas  pris  pour  l'unité  ,  le  sinus  de  l'arc  AB 

est  égal  au  rapport  =^,  ou  bien  a  ^ ,  BD 

16 
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étant  le  diamètre  )  ainsi  le  sinus  d'un  arc  est 
égal  à  la  oorde  de  l'arc  double  divisé  par  le 
diaraëtre. 

33 1.  Le  sinus  d'un  angle  inscrit  dans  la  oir* 
eonférenoe  est  égal  au  sinus  de  la  moitié  de 
Paro  intereepté  (  i55)  :  or,  ee  dernier  sinus 
est  égal  à  la  oorde  de  Tare  double  divisé  par 
le  diamètre  i  donc  le  sinus  d'un  angle  inscrit 
est  égal  à  la  oorde  de  Tare  intercepté  divisé 
par  le  diamètre.  ])e  là  on  conelut  t  i*  les  si- 
nus des  angles  inscrits  dans  la  même  circonfé* 
i*enoe  sont  entre  eux  comme  les  oordes 
des  ares  interceptés  j  a^  dans  un  triangle ,  les 
sinus  des  angles  sont  entre  eux  comme  les  oôtës 
opposés  à  ces  angles;  car  on  peut  toujours 
faire  passer  uqe  circonférence  par  lea  trois 
sommets»  et  les  côtés  deviennent  9iw^  les  cordes 
des  arcs  interoeptés- 

33s»,  (  Fig.  78,  )  Soit  ABCD  un  quadrila- 
tère  inscrit ,  et  AG  un  diamètre  ;  les  deux 
an^les  B  et  Dserontdroits,  et  les  ailles  GAB, 
BCA  >  ainsi  que  les  angles  DAC  ,  DGA  ,  sont 
comi^lémens  1  un  de  Tf^utre  :  d'après  ce  qui 
précède  (33i)9  l'on  a 

sln.BCA=^ 

%ïn^  CAB  ss?  cos.  BCA  ^  xp 

.      . ^^     AD 
sin.  ACD;^^-;; 

AC» 

COS.  AGI)  =  -— - 
AG 

sin.  BCD=??, 
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d'où  Ton  tire  :  sia  :  BGAoos.  AGD  +  cos.  BCA 
X  sin.  BCD= j^^ j 

or   AB.  DG  -f  BG.  ad   =  AG.  BB(  239)1 
d'où  sin.  BGA  cos.  AGD+  cos.  BGÂsiti.  AGO 

=  ^i^^^*siii.  BCD-»iîti.  (BCA 

4«  ACD  ) 
soit  BGA  =s  b 

il  vient  :  sin.  (a+b)=i  sin.  a  cos.  b.  4*  sin.  6 

COS.  ^K  (  B  ) 

Cette  formule  sert  à  calculer  \%  sinus  de  la 
somme  de  deux  arcs,  lorsqu^on  connaît  les 
sinus  et  cosinus  de  chacun  d'eux:  ainsi,  con* 
nabsant  le  sinus  de  1**,  on  peut  calculer  le 
sinus  de  2^ ,  et  ensuite  de  3^ ,  et  ainsi  de  suite; 
si  on  fait  a:xb ,  on  trouve  1  sin.  2  a  zc  2  sin. 
a  cos.  a ,  ce  qui  s^accorde  avec  la  formule 
A  (  3a5  ). 

Prenant  l'arc  GIX  égal  à  l'Arc  GD ,  et  me-: 
nant  la  corde Biy.  on  aura,  dans  le  quadrilatère 
inscrit  BIX  CA  «  l'équation 

BD'xAC  =  BGxAiy— ABxCD',      et 
BiyxAG_BG     AD^     AB      Ciy^BD^ 

AC»      ^  AC  ^  AC      AC  ^  AG  ^  AO' 

BD' 
Or,  -Tp-est  le  sinus  de  l'angU. 

BCD'=ACiy— BCD'  :=a—b: 
donc  sin.  (a — &)  =  cos.  6 sin. a — sin* 6.  cos. a« 

Portant  GD  de ^A  en  E,  l'arc  O'BAE  sera 
égal  à  iSo"*  ;  et  l'arc  BAEest  le  supplément  l* 
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Tare  Biy  ;  par  conséquent  la  moitié  de  Tare 
BAE  est  le  complément  de  Ja  moitié  de  Tare 
BD',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'angle 
BCE  est  le  complément  de  l'angle  D'CB  : 

donc  sin.  DCE  =  cos.  D'C  B=cos.{a  —  b). 

Or,  le  quadrilatère  inscrit  BA.EG  donne  l'équa- 
tion BIT  x  AC  =  AB  X  CE-f-AE  xBC, 

BE_AB     CE     AE     BC 

®  AC~"AC^AC"*"AC^ÂC' 

BE 

Or,      Tn=  s»°*  BCE  =cos.  (a  —  b)  : 

donc  cos.  (a— i)  =  sin.  6  sin,  a-hcos.acos.b. 

Faisant  OB'  =  AB,  l'arc  BCE'  et  june  demi- 
circonférence,  et  par  conséquent  la  moitié  de 
l'arc  DE',  où  l'angle  E'BDest  le  complément 
de  la  moitié  de  l'arc  BCD  ou  de  l'angle  BAD  : 
donc 

sin.  E'BD  =  cos.  BAD=:cos.  (i8o°— a— 6). 

Or,  cos,  (  180**— (^Jt  +  6)) 
=cos.  I8o^  cos.  {û+t)  +  sin.  i8o°.sin  (ûe+ô) 
==s  — cos.  (a+b)', 

donc    sin.  E'BD= — cos.  (  a+  6); 

et  l'on  tire  du  quadrilatère  ABDE'  l'équation 

cos.  {a  +  b)  =:  cos.  a  cos.  b  —  sin.  b. 

On  voit  donc  que  les  formules  20  et  21  de  la 
tabk  8  ne  sont  que  l'expression  de  la  propriété 
du  quadrilatère  inscrit.  Lorsque  les  arcs  aetb 
dépassent  la  demi-circonférence,  les  formules 
sont  encore  applicables.  On  parvient  à  le 
démontrer  à  l'aide  des  équations  (i)  et  (2)  de 
la  même  table. 

333.  (Fig.  78.  )Abaissant  la  perpendiculaire 
BQ  sur  le  diamètre  AC ,  l'on  a 
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AB 

sin.  angle  ACB  =  8111.7  arc  AB  =  -r7r, 

AL 

.«     AB»      AC.AQ     AQ 

=:  i  sin.  vers.  AB  (G  ) 
2  sin.  »  7  AB  =  sin.  vers.  AB. 

Ainsi,  deux  fois  lecari^  du  sinus  de  la  moi- 
tié d'un  arc  est  égal  au  sinus*verse  de  Tare  ; 
or  ,  connaissant  le  sinus  d'un  arc  ,  on  peut  en 
calculer  le  sinus- verse ,  et  par  conséquent  le 
sinus  de  la  moitié  de  cet  arc  ;  ensuite  le  sinus 
du  quart  de  cet  arc ,  etc. 

On  connaît  le  sinus  de  4^**  (  ^^4  )  î  &insi , 
on  connaîtra  donc  consécutivement  les  sinus 
des  arcs  de  22*.  3o' ,  11**.  i5' ,  5".  87'.  3o", 
a".  48'.  45",  i^  22".  2430'",  etc.  On  voit  par 
là  comment  on  a  pu  parvenir  à  calculer  les 
tables  des  sinus  naturels. 

334*  Eu  abaissant  du  sommet  d'un  trîangle 
une  perpendiculaire  sur  le  côté  opposé ,  on  dé- 
compose le  triaugle  en  deux  triangles  rectan- 
gles {  par  conséquent  on  pourra  se  servir  du 
calcul  de  ces  derniers  triangles  et  les  appliquer 
à  des  triangles  quelconques  {^g*  77  )  >  a1oi*s  , 
lorsqu'il  s'agit  d  un  angle  obtus  tel  que  LCB'", 
ayant  pour  mesure  l'arc  LB'"  plus  grand  qu'un 
cadran,  son  sinus  seraB'"  A'"  le  même  que  celui 
de  l'arc  B'"  R ,  supolément  de  l'arc  LB'"  5  par 
exemple ,  le  sinus  de  l'arc  de  1 5o°  est  le  mê- 
me que  celui  de  l'arc  de  3o° ,  et  sin.  90°  = 

COS.  G®  =     I. 

Le  cosinus  de  l'arc  LB"  est  CA'^'  le  même 
que  celui  de  l'arc  B'"  R;  le  sinus  verse  est 
LA'"  =  LA  +  CA'"  ;  ainsi  le  sinus-verse  est 
égal  au  rayon  plus  le  cosinus  ;    mais   lorsqi' 

i6» 
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Tare  eU  moindre  qu'un  cadran ,  nous  avons  vu, 
(329) ,  que  le  sinus-verse  est  égal  au  rayon 
moins  le  cosinus. 

On  peut  conserver  ce  dernier  énoncé  et  l'ap- 
pliquer même  aux  arcs  plus  grands  qu'un  ca- 
dran ,  pourvu  qu'on  prenne  le  cosinus  néga- 
tivement j  Car  la  soustraction  d'une  quantité 
néf;ative  se  réduit  à  faire  une  addition. 

Ainsi  le  cosinus  d'an  angle  obtus  est  égal  au 
cosinus  de  l'angle  ftigu  adjacent ,  pris  négative* 
ment  (  table  o  }. 

USAGE  DES  TABLES  DE  SllftS  POVZ  LE  CALCUL  DÈS 

TRIA196LÉS. 

Triangles  rectangles. 

835»  PaoblIme  LXII.  {Fig^  79.  )  L  est  un 
tour  dont  il  s'agit  de  trouver  la  hauteur  ? 

Solution,  L'instrument  K ,  propre  à  mesurer 
des  angles,  [i53) ,  est  fixé  en  M  aune  dis- 
tance NN  du  pied  de  la  tour ,  égale  a  lao*"  $ 
K,  angle  à  trouver;  l'angle  BCÀ:s=,i6*'.  i3' f 
c'est  ceiiù  que  fait  le  rayon  visuel  dirigé  vers 
le  sommet  B  avec  l'horizontale  GA  )  ainsi  >  dans 
le  triangle  rectangle  EGA  Ton  a 
ACssiîio*^ , 
AGBs=i6^  i3', 

AB  ,       ,, 

— ^=tang.    i6^  i3' 

Les  tables  donnent 

tang.   16*»  13'= 0,29084^3  : 
donc   AB=AC.    0,2908423=120.0,39084^3 

=34,901076. 

Ajoutant  la  hauteur  de  l'instrument ,  qu'on 
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suppose  égale  à  2"^,  ii  vient  NB^sSy",    en- 
viron. 

En  opérant  par  logarithme , 
log.  tang.  i6%iya»o,463657Ô— <, 
log.    120=^^0791812, 

log.   AB  =  1  ^54283883dog.    S^^goi^ 

d'où  Afi  =  34  jQOi ,  comme  dessus. 

Problème  LXIII.  {I^ig.  79.  )  Avec  les  mêmes 

données  ti*€Mivér  là  dinâoce  B&. 

BK 
Solution.  L'on  ^jf*^  64ciliite  tG^*  «3'  i 

dW   BfiL=:AC»  Séc    16"^.    l3'=9120.  i/o4i4^^^ 

±=124,97^544- 

Pâf  logarithme, 
log.  séc.   16^  .  i3'=o,  0176326, 
log.    1 20=2,  070 1 8 1 2 , 

il  I  I  H*      ■—    ■■  mil 

log,  BK=îiy  0968138=1^  i^4>97« 
Paoblâmb  LXIYi  (Fig,  79.  )Dan8  le  triangle 
rectangle  on  connaît  les  deux   côtés  AG^AB 
de  l'angle  droit  f  trouver  les  angles  aigus. 

Solution*  Scit  ABjE34^9ai, 

AG=i2o , 
on  aufa 

tang.  ACB=s=^  =  Mr2£i=o,29o8423. 

A6        120  ^ 

Gheixhant  dans  les    tabler  Vsirt  qttï  cor-^ 
respond  à  oelte  tangente ,  on  troute 

ACB»i6«.»3', 
et  par  conséquent  ABC=73o  .  47'. 

Problème  LXV.  (i^^t^.  79.  )  Dans  le  trian- 

Î;le  rectangle  ABC,  ou  connaît  un  côté  de 
'angle  droit  et  l'hypothénuse  :  trouver  les  an-  1 

glea  et  le  second  côté  de  l'angle  di*oit?  * 
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Solution.  Soit     60=124,97 

AC=i2o, 

on  aura  cos. AGB=: — ; —  as  0.0602 1 25= 

i24»97 
COS.  i6<>.  i3', 

et  à  Taide  de  Pangle  ACB  on  calculera  AB. 

Triangles.  obliquangles> 

Problème  LXYI.  Connaissant  un  côté  et 
deux  angles  d'un  triangle,  trouver  les  deux 
autres  côtés  et  le  tit>isièixie  angle  ? 

Solution.  {JFig.  80.)  Soit  dans  te  triangle 
ABC, 

AB=:I20"', 

A=5oo,  la', 
B=ioo. 

On  en  conclut  C=i8oo — A — ^B=:29«.5o'. 
Or,  Ton  a  (33i) 

AC  AB 

sin.  loo*»       sin.  290.50' 

_,  ^       .  _      AB.sin.ioo<>      ABsin.  So^* 

dou      AC=— : —  =-; -— -î 

sin.29<'.5o        sm  29^00 

car  sin.   iooo=sin.  (  i8p<» — 100)  (334), 

et  sin.     8o<^=:cos.  xo^. 

Opérant  par  logarithmes,  on  trouve 

log.  AB.nr  2,0791812, 

log.  sin,  80**  =0,993351 5 — I  , 

■  iiii'-  ■< 

log.  AB.  sin.  800=2,0725327, 
Jdg.  sin  29°.5o=o,6967745  —  i, 

log.  ACs-    ~    *   ""^    -log.    237,56, 
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-._     AB.sin.5oMo' 

et  de  même  isliss:  — : =-7 — , 

sin.29<>.i)o 

log.  AB=2,079i8i2, 
log.  sin.  5o°.  io'=o,8853io9 —  i , 

log.  ABsin.So^  10=1,  96449^1  > 
10g.  sin.  29°.  50=0,6967745 — I , 

log.  30=2,2677  i76=log.    i85,25. 

Taoblèhe  LXyiI.  Connaissant  deux  côtés 
et  Tangle  compris ,  calculer  les  angles  et  le 
côté  inconnus? 

Solution,  [Fig,  80.)  Dans  le  triangle  ABC , 
Ion  connaît  AB=i2o"', 

BG=i85,25, 
B=iooo. 
On  veut  trouver  Tangle  A  ? 

De  C  imaginez  la  perpendiculaire  GP  sur 
AB  ;  dans  le  triangle  rectangle  G  PB  on  con- 
naît l'hypothénuse  6B  ,  et  Tangle  GPB=8oo. 
On  pourra  donc  trouver,  par  le  problème 
LXV ,  les  côtés  GP  et  PB.  EfFectuant  les  cal- 
culs, il  vient     PG=:  182,41, 

BP=32,i7, 

AP=  152,17. 
Or  dans  le  triangle  rectangle APG, on  con- 
naît les  deux  côtés  de  l'angle  droit  AP,  PG. 
Ainsi  ^  par  le  problème  LXIY,  on  calculera 
l'angle  A ,  qu'on  trouve  égal ,  comme  cela  doit 
être ,  à  5o^.  10'.  Connaissant  Tangle  A ,  on  cal- 
cule AC  comme  il  a  été  dit  (ProD.  LXYIJ. 

Problème  LXYIII.  Connaissant  deux  côtés 
et  Tangle  opposé  à  l'un  d'eux ,  trouver  les 
deux  autres  angles? 

Solution.  Dans  le  triangle  ABC,  l'on  a 
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AB=:I20, 

BC=îi85,a5, 

C  =r  290.  5o' , 

BG.sin.  C      i85,25.sin.29'*.5o' 

or  sin.  A  =^       '  .  ;  '    ■■  aas'     ■ »      "■■   . 

Ao  120 

Faisant  les  calculs ,  oû  trouve 
log.  sin.  A  =  o,8853ï09 —  1  ; 
mais  ce  sinus  répond  à  deux  angles ,  à  celui 
de  5o^.  10'  ,  et  à  son  supplément  1^9°. 
5o'.  Ainsi ,  il  y  a  deux  triangles  BAC , 
BA'CT,  qui  satisfont  à  la  question  et  AB'=:  BA  ; 
mais  il  y  a  des  cas  faciles  a  trouver  où  il  n'y  a 
qu'une  solution ,  et  d'autres  où  le  problème 
est  impossible. 

Problème  LXIX.  [Fig,  80.)  Connaissant  les 
trois  côtés  d'un  triangle,  trouver  les  angles? 
Solution,  Soit      AB  =  120  r::  c  ^ 

BC  =  i85,îi5=stf, 
AC:i=ta37,56=r:*. 

L'angle  A  opposé  au  plus  petit  côté,  est 
évidemment  aigu  ;  abaissant  la  perpendiculaire 
BQ>  on  a  (224) 

BC»  =  AB'+AC*— 2AG.AQ, 
ou  a=*  =  ^  +  6^— 26.AQ, 

et        AQ  te  -— ï— ; . 

26 

Or,  COS.  A^—^        ,6c       ' 

On  connaîtra  donc  l'angle  A  ;  mais  cette 
expression  n'étant  pas  décomposâbie  en  fac- 
teurs ,  n'est  pas  commode  par  les  calculs 
des  logarithmes.  Nous  allons  donner  un  autre 
moyen  de  trouver  l'angle  A;  nous  avons, 
(333), 
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a  sin."  7  A  =  sin.  vers.  A  =  i  — cos.  A  5 

a  ou  2  sin.  *  i  A  =  I  — — - — ; = 

aie? 

2be — ^»— .6"-j-a' 
a6(j 


sin.  »f  A=: 


^^T" 


46c 

_a»— (i— c)'     (a-\-l)—c)(a—b-\-c) 

Faisons        â-f~^~H^  =  ^j^» 
on  aura        ^+6  — c=2p — ac; 
a-^o-.<-&xaca/i^--aà; 

etsin.  ^ïAss^i-X, — p  ■  ,    ^ — ^ — '. 

[p-c)ip-b) 
'"^         ic  ' 

Cette  équation  est  énoncée  dans  la  règle  sui- 
vante : 

Connaissant  les  trois  côtés  dHun  triangle , 
pour  trouver  le  sinus  de  la  moitié  dun  de  ces 
angles ,  il  faut  de  la  demi-somme  des  trois 
côtés  retrancher  successii^ement  les  deux  côtés 
de  V  angle  cherché  ;  diviser  le  produit  des  deux 
restes  par  le  produit  de  deux  côtés,  et  extraire 
la  racine  carrée  du  quotient* 

Dans  l'exemple  proposé  ,  on  a 
a-^-h^cs^.^p^;!^  54a  >  8 1 
j9  ac  27 1 ,4o5 
»•— cs=  i5i,4o5 
^  —  6=   33,845. 
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log.  (^ — c)  =ziyi8oi65g 
%(i?  —  i)=  1,5294945 


3,7097604 
4,4549394 


log.  ^  =  2,3757582 
log.  c  =  2,0791812 

4,4549394 


log.sin.^f  A=  1,2548210 — 2 

log.  sin.  7  A  =0,6274105 —  I  =  log-  25°  5'  ; 

doù  A=5o°io'. 

On  peut  aussi  se  sei*vir  de  la  formule  sui- 
vante f  facile  à  calculer  : 


V' 


Problème  LXX.  Connaissant  deux  côtes  d'un 
triangle  ,  et  Tangle  compris,  calculer  son  aire  ? 

Solution .  (  Fig,  80  )  Soit  AB  =  120  =  c  ; 

AC  =  237,56  =  ftî 
A  =  5ooio'  î 
on  a  aire  ABC= ^  BQ .  AC  =  ^  b.  BQ; 

?|  =  sin.Aî 

donc  BQ  =  c  sin.  A  ; 

et  aire  ABC  =  '- bc  sin.  A. 

Ainsi  raire  cPun  triangle  est  égale  à  la  moitié 

du  produit  de  deux  de  ses  cotés ,  multipliée 

par  le  sinus  de  C  angle  compris. 

Type  du  calcul , 

log.  b  =  2,3757682 

log.  c  =  2,0791812 
log.  sin.  A  =  o,8o53i09 — i 

log.  bc  sin.  A  =  4,34o25o3 
log.  2  =  o,3oio3oo 


log.  aire  =  4,o3922o3  =  log.  i0945. 
aire=:  10945™"*  environ. 
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336.  (  Fig.  70.  )    L'aire   d'un  quadrilatère 
quelconque  AÉGD  est  égale  à  la  moitié  du 
produit  de  ses  deux  diagonales  AG,  BD,  multi- 
plié par  le  sinus  de  leur  angle  ;  en  effet,  on  a 
aire  du  triangle  AIB  =  |  AI  X  IB  .  sin.  ATB 

BIC=^BIxIC  .sin.  BIC 
CID  =  iCIxID.  sin.ClD 
AID  =  ^AIxID.  sin.  AID 

Or  ces  quatre  sinus  sont  égaux  ;  on  a  donc 

aire  ABCD=  f  sin.  AIB  (AI  X  IB+BI 

XIC-hCIxID  +  AIxID) 

=  isin.AIB(BI  +  ID){AIxIC) 

=  {  sin.  AIB  .  BD .  AC.  c.  q.  f.  d. 

De  là  on  conclut  :  i*»  lorsque  les  diagonales 

.      '    -     -e    ^      ' 

q 

coupent  à  andes  droits ,  Taire  est  égale  à  la 
moitié  du  produit  des  deux  diagonales. 

Pboblème  LXXI.  Etant  donnés   les  trois 
côtés  d'un  triangle  ,  trouver  son  aire  ? 

Solution.  (  Fig.  80.  )  Soient 
AB=i2o"      =c 
BC=i85~,25=« 
AC==a37",56=rè 

ll=àire  cherchée; 
R=i6csin.A(PR.  LXX); 

sin.  '•  i  A  = lY^ —  (Pr.  I^XIX  ; 

COS.  »  i  A  =  I  —  sin.  »  i  A  =  I  — 

/\bc  ^bc 

{b'^cY  —  a''_{b  +  C'\'a)i,b+c—a) 

«7 
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i6  b'  c^ 
Faisons  £r  +  ô  +  c=a/î, 

il  vient  b+c — tf3=a/>'— aa 

a+b — c^^%p  — ac 
a+c — b^st%p  — 26/ 
cos.'f  Asin.»7  A  = 

d'où  

k/i  (/>  ~  tf  )  (/>— ft  )  (p—c 

COS.  i  A  sm.  J  A  =  ■  '     '^       ■■■,  ^ "* = 

=  i  sin.  A  (325)  \ 
donc 


R œ;  ^ 6<r sin.  A  ^s:\/p (p — u  )  [p^^  ) (p — c  ). 
De  là  cette  règle  :  de  la  demi -somme  des 
côtés ,  retranchez  successivement  chacun  des 
côtés ,  multipliez  les  trois  restes  ensemble  ,  et 
le  produit  par  la  demi-somme  ;  extrayez  la 
racine  carrée  du  produit  9  et  tfous  aurez  Vaire 
du  triangle. 

Dans  l'exempie  proposé ,  on  a 
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P  3=  271,405 

»-«a:s:   86,i55 

p—b=^   33,845 

^ .— .  c  =  1 5 1 ,4o5 
log.  j9  es  2,4336098 
log«  p — a  3=s  1 ,9352805 
log.  /?— ô  =  1 ,5294945 

log.  j!7 — C=Si  2,1802659 

log.  R^= 8,078650  7 
log«  R  ss=  4^0393253  =  log.  10948 
R  =  10948'"". 
Si  c  =  a ,  le  triangle  est  isocèle ,  et  Ton  a 


V' 


4 

Si  a  =  b  ==:  c,  le  triangle  est  équilatéral , 
et  Ton  obtient 

4 

Si  a'  :=:  6'  -4"  ^'  >  le  triangle  est  rectangle , 
et  Ton  a  Rssf^^c. 


De  la  dwision  du  cercle  en  parties  égales  ;  des 
polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  / 
aire  du  cercle  /  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre. 

337.  Pbobl.  LXXI  6/5.  {Fig.  81,)  Diviser 
la  circonférence  CBAD  en  quatre  arcs  égaux  ? 

Solution,  Menez  deux  diamètres  AOG  ,BOD 
perpendiculaires;  ils  divisent  la  circonférence 
et  le  cercle  en  quatre  parties  égales  (i39). 

338.  En  joignant  les  points  de  division  p" 
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des  cordes ,  on  aura  la  figure  ABGD  qui  est  un 
carré  ;  car  les  côtés  ,  étant  des  cordes  sous-ten« 
dant  des  arcs  égaux,  sont  égaux  ,  et  les  angles 
étant  inscrits ,  et  s'appuyantsur  des  diamètres, 
sont  droits  (i55)  ;  le  carré  est  inscrit  dans  la 
circonférence.  En  désignant  le  rayon  par  R  > 
on  a  évidemment  : 

AB>  =  iR'5AB=RK^ 

Ainsi ,  Vaire  du  carré  inscrit  est  égale  à 
deux  fois  le  carré Jait  sur  le  rayon,  et  Taire 
du  cercle  est  donc  plus  grande  que  deux  fois 
le  can'é  du  rayon. 

339.  Par  les  quatre  points  de  division ,  me- 
nons des  tangentes  ;  elles  formeront  par  leurs 
intersections  un  carré  LMNP  ,  qui  est  circon- 
scrit au  cercle  ;  LM  =  AG  =  2  R , 

LM»=4R». 
Ainsi.,  Vaire  du  carré  circonscrit  est  égale  à 
quatre  fois  le  carré  du  rayon  ;  or  l'aire  du  cer- 
cle est  moindre  que  celle  du  carré  circonscrit  : 
donc  l'aire  du  cercle  est  comprise  entre  deux 
fois  et  quatre  fois  le  carré  du  rayon ,  et  celle 
du  cercle ,  qui  a  un  mètre  pour  rayon ,  est  com- 
prise entre  deux  et  quatre  mètres  carrés. 

340.  Problème  LXXII.  Diviser  la  circon- 
férence en  huit  parties  écjales  ? 

Solution.  Divisez  les  quatre  cadrans  chacun 
en  deux  parties  égales. 

Joignant  les  points  de  division  par  des  droi- 
tes ;  on  aura  la  figure  AHBGCFDEA ,  qui 
est  un  octogone  dont  les  côtés  sont  égaux , 
comme  cordes  sous-tendaiit  des  arcs  égaux  , 
et  dont  les  angles  sont  aussi  égaux ,  comme 
inscrits  dans  la  circonférence,  dans  des  seg- 
mens  égaux.  Cet  octogone  est  un  polygone 
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inscrit  dans  la  circonférence  ;  de  pi tis  il  est  ré- 
gulier,On  donne  ce  nom  à  un  polygone  qui  a 
ses  côtés  égaux  et  ses  angles  égaux,  qui  est  à 
la  fois  équilatéral  et  équiangle. 

Le  rayon  OH  est  perpendiculaire  sur  AB  : 
donc  Taire  du  quadrilatère  AOBH  est  égale  à 
7  OH .  AB.  Par  conséquent  Faire  de  l'octogone 
inscrit  est  égale  à  quatre  fois  ^  OH.  AB ,  ou 

bien  2.  OH.  AB  =  a  R«  VT. 

Mettant  pour  KaT  sa  valeur  approchée, 

on  aura  2R»  Y^i  =  2, 8284^^72  R'  ; 

donc  ,  lorsque  R=  i ,  Taire  du  cercle  est  ren- 
fermée entre  4  et  2 ,8284^72. 

341*  Si  par  les  huit  points  de  division  on 
mène  des  tangentes  à  la  circonférence ,  on  ob- 
tient  un  octogone  Téo^vXier  circonscrit  à  la  cir- 
conférence ;  car  tous  les  angles  étant  formés 
par  deux  tangentes ,  et  interceptant  les  mêmes 
arcs  concaves  et  convexes^  sont  égaux  (i58  )  ; 
donc  aussi  les  tangentes  sont  égales  \  les  trian- 
gles BHS ,  BGT,  sont  égaux  comme  ayant  un 
côté  égal  et  les  angles  égaux  ;  donc ,  etc.  ; 
Taire  de  Toctogone  circonscrit  est  égale  à  seize 
fois  Taire  du  triangle  OAR ,  ou  bien  8  OA. 
AR.  Faisant  OA  =  1  ^  on  a 

.«  .  ^„  «  ,     sin.22**.  3o' 

AR=taDg.iAOH=tang.aa<..3o'=___. 

A  Taide  de  la  formule  A ,  (325) ,  on  trouve 

tang.    22®   3o'  =  o,4i4^'^^  î 
donc  Taire  de  Toctogone  est  égale  à  3,3 137088  ; 
et  Taire  du  cercle  est  comprise  entre  ce  nom- 
bre et  2,8284272. 

342.   ii'ungle  AOH  formé  par  deux  rayoî^" 

'7' 
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qui  abontissent   à  un  même  côté  se  nomme 
angle  au  centre. 

343.  En  généralisant  les  raisonnemens  qui 
précèdent ,  on  conclut  :  i«  lorsque  la  drcon- 
ierance  est  divisée  en  n  parties  égales ,  et 
joignant  les  points  de  division  par  des  cordes , 
elles  forment  un  polygone  régulier  inscrit  de 
n  côtés.  2**  L'aire  de  ce  polyt^one  régulier  est 
égale  a  n  fois  l'aire  du  triangle  AOH  ,  qui  est 
égale  à''  f  R^  sin.  AOH  ;  donc  l'aire  d'un  poly- 
gone régulier  inscrit  est  égale  au  carré  du 
rayon  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  sinus  de  l'angle  au  centre  multiplié 
par  la  moitié  du  nombre  de  côtés.  3°  Les 
aires  des  deux  polygones  réguliers  inscrits 
dans  la  même  circonférence  sont  entre  elles 
comme  les  sinus  des  angles  aux  centres  mul- 
tipliés par  le  nombre  des  côtés.  ^9  En  menant 
des  tangentes  par  les  n  points  de  division ,  on 
forme  un  polygone  régulier  de  n  côtés  circonscrit 
au  cercle.  5*» L'aire  de  ce  polygone  ré£;ulier  est 
égale  à  n  fois  l'aire  du  quadrilatère  AOFR ,  qui 
est  égale  à  AO'.  tang.  f  AOH  :  donc  l'aire  du 
polygone  circonscrit  est  égale  au  carré  du 
rayon  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  n  fois  la  tangente  de  la  moitié  de  L'angle 
au  centre. 

344-  Soient  donc 
G  ,  l'angle  au  centre, 

A ,  Taire  du  polygone  inscrit  d'un  nombre  n 
de  côtés, 

B ,  l'aire  du  polygone  circonscrit  d'un  nombre 
/{décotes, 
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on  aura  A  =r=  ^  R'  sin.  C , 

1 


B  =  /i  R>  tang.  ^  C  ;  d'où 

B_^2tang.  jC_^     atang.^C     __ 

A  sin.  G  asÎD.  ^cos.  7G 

siD.  ^  G 

tang.  ^  G  COS.  \  G  i 


sin.^Gco8.|G      sin.fGcos.^G      cos.'^fG' 
d'où      A2=ïBco8.»|G  =  fB{î+co».G), 
B^       ^A      ^       A 

I  4-cos.G      COS.  ''^G' 

A  A 

et       r5=cos.  "^C;  1 — —  =  siû.  ^^G. 
Ij  II 

Or  y  plus  le  nombre  des  côtés  augmente , 
plus  l'angle  G  diminue ,  et  plus  spn  cosinus 
augmente  et  s'approche  d'être  égal  à  l'unité. 

Far  conséquent  le  quotient  ^diminue  et  s'ap- 

Ï)roche     de  l'unité  :  et  sa   différence  d'avec 
'unité  peut  devenir   plus   petite   qu'aucune 
quantité  assignable. 

Par  exemple  :  Faisant 

n  =  256  ;  alors  G  =  !<>  a4°.'îi".3o'" , 

sin.  ^  G  s=:  0,0000378. 

345.  Soit 

A'  y  l'aire  du  polygone  régulier  inscrit  de  a  n 
côtés , 

B' ,    l'aîîre  du  polygone  régulier  circonscrit  de 
2  n  côtés  y 

on  aura  A'=:/»R^6in.|^Gy 

B'=2/iR»tajog.^G. 
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Or,  AB=:^  R4  s\n.  C  tang.  ^  C  = 

ji 

=  — 2  sin.  ^ I4  COS.  ~  C ^-R* 

2  COS.  7  G 

=  w»R*sin.^^C  =  A'^j 
d'où  A'=KÂB(i). 

Ainsi ,  Taire  du  polygone  circonscrit  d'un 
nombre  de  côtés  a  n  est  une  moyenne  propor> 
tionnelle  géométrique  entre  les  dires  des  poly- 
gones inscrit  et  circonscrit  d'un,  nombre  n  de 
côtés. 

On  a  A=-R«sin.C==iiR^sin.iCco5.iC  = 
2 

=  A'cos.fCj 
doù     A'  =  — ^7-  =  Aséc.  7C. 

COS^ti. 

Par  cette  formule ,  on  calcule  A'  au  moyen 
de  A. 

On  obtient ,  en  ajoutant 
A'+  A = A'  (  I  +cos.i  C  )  ==  2  A'  COS.»  J C , 
A'+A  =  2/iR='sin.^Ccos.«iC. 
2AB  =  2««R*sin.^C; 
de  là 
2AB       nR^'sin.  ^  C      an  R«  sin.  i  C  cos.  i  C 

A+A""   cos.=»^C  ~"  COS.  »{C  """ 

271 R" sin.  ~C  _  ^       «, 
j-^  =  2/1 R»  tang.  :^  C  =  B'  2). 

cos.-;  G  °    * 

Connaissant  donc  A  et  B ,  on  en  déduira  les 
valeurs  de  A'  et  ensuite  celle  de  B'. 

Rassemblant  ces  diverses  valeurs ,  on  trouve 
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A  =  ^nR^sin.  C(i). 

]D 

A=Bcos.=»iC(2),=-(i+cos.C) 

A=A'cos.^C(3), 
^^,3,(.4-cos.^C) 

COS.  T  Cl 


ou  nG  =  36o*>, 

F         I+COS.  :^C 

et 


B        2  COS.  7  G 

l'on  a        F-A'=.^'y-/)=^^'/V) 

A'+A  (A'+A)' 

AA' 
^*''  (A'  +  A)»^^' 

donc  la  différence  B'  —  A'  peut  devenir  plus 
petite  qu'aucune  quantité  donnée.  (Note  lo.) 

346.  Un  polygone  régulier  étant  donné,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  circonférence 
par  tous  ses  sommets.  Soit  AH£GCD£A  le 
polygone  régulier  donné;  menons  la  diagonale 
AG,  on  formera  un  trapèze  AHBG,  inscrip- 
tible  dans  une  circonférence;  car  les  angles 
opposés  AHB,  BGA,  sont  supplémentaires. 
Donc  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois 
sommets  A ,  F ,  B ,  passera  aussi  par  le 
quatrième  sommet  G;  on  démontrera  de 
même  qu'elle  devra  passer  par  le  point  G: 
donc  elle  passera  par  tous  les  points. 

On  nomme  centre  du  polygone  régulier , 
le  point  O  qui  est  le  centre  de  la  circonférence 
circonscrite. 

347*  On  peut  aussi  toujours  inscrire  une 
circonférence  à  un  polygone  régulier.  En  effet , 
après  avoir  fait  passer  une  circonférence  r»*»»' 
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tous  les  sommets ,  leu  côtés  des  polygones  de- 
viennent des  cordes  égales ,  et  par  conséquent 
également  éloignées  du  centre  ;  donc ,  si  de 
ce  point  comme  centre,  et  d'un  rayon  OK 
égal  à  la  distance  d'une  de  ces  cordes  on 
décrit  une  circonférence,  elle  sera  tangente  à 
toutes  les  cordes  ,  et  sera  inscrite  au  polygone  ; 
on  nomme  cette  distance  rayon  du  cercle  in^ 
scrit;  quelquefois  on  la  nomme  aussi  Vapo* 
thème  au  polygone. 

348.  Laire  d'un  polygone  régulier  est 
égale  à  son  périmètre  multiplié  par  la  moitié 
de  l'apothème. 

Soit  toujours  AH  le  côté  d'un  polygone  ré- 
gulier de  n  côtés,  et  G  l'angle  au  centre  AOH  , 
on  aura  OK  =R  cos.  7  G.  Ainsi ,  le  rayon  du 
cercle  inscrit  est  égal  au  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit multiplié  par  le  cosinus  de  la  moitié 
de  l'angle  au  centre. 

349*  Soient 

P ,  le  périmètre  du  polygone  inscrit  de  n  côtés , 

Q ,  le  périmètre    du  polygone  circonscrit  de  n 

côtés , 

P',  le  périmètre  du  polygone  inscrit  de  2  n  côtés, 

Q',  le  périmètre  du  polygone  circonscrit  de  2  /i 

côtés , 

on  aura      A=fPRcos.7C, 

B  =  fQR, 

A'=iFRcos.fC, 

B'  =  fQ'R, 

A      Pcos.fC 

et  —  = ' — . 

B  Q 

Or ,  à  mesure  que  le  nombre  des  côtés  SLua- 
mente ,  le  rapport  ^  diminue  et  s'approche  sans 


DE   oiOMÉTRIE.  ao3 

cesse  de  l'unité  ;  il  en  est  donc  de  même  du 

Pcos.fC 
rapport jr . 

350.  En  multipliant   A  par  B' ,  il  vient 

ABx=^PQ'R2cos.^C 
A'«ï=r|P'2R3cos.«^C=^P'2R2 

(i4-cos.^C) 

A^'_AB_F»(i+cos.fC)      B 

^^     AB'""AB'^    PQ'2cos.^C    ""  B' 

B      1  +  CO8.7G , 

i>  2  COft.  7  ti 

donc  P''  ss  PQ' ,   ainsi  P'  est  une  moyenne 
proportionnelle  entre  P  et  Q'. 

Les  expressions  suivantes  sont  aisées  à  cal- 
culer : 

P=2nRsin.  ^C  (5) 
P=F  COS.  i  C  (6) 

P=Qcos  i  G  (7)  ;  et  Q=t=a  n  R  tang  i  C 
P=Q'(cos,iC)M8);= 
=  7Q'(i  +co8fC)  OU  n  C=36oo. 

Les  quatre  formules,  p.  201  ,  jointes  à  cel- 
les-ci ,  servent  à  résoudre  toutes  les  questions 
sur  les  polygones  réguliers. 

35 1.  Pboblème  LXXIIL  Diviser  la  circon* 
férence  en  six  paitiés  égales? 

Solution.  (  Fig,  82.  )  Portez  le  rayon  AO 
de  A  en  B ,  le  triangle  AO  B  étant  équilatéral, 
l'angle  en  O  est  de  60°  ;  par  conséquent ,  l'arc  AB 
est  le  i  de  la  circonférence ,  sur  laquelle  ou 
peut  le  porter  six  fois. 

La  formule  (5)  donne  P=6;  lorsque  R=i 

A=s2,598o762 
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352;  En  divisant  successivement  l'arc  AB 
en  2 ,  en  4  )  en  8  parties  égales ,  on  inscrira 
des  polygones  de  12,  2.^,  ^8 ,  etc.^  côtés. 

353.  PfiOBLÈME  LXXIV.  Diviser  une  circon- 
férence en  10  parties  égales? 

Solution.  (Fig,  83.)  Soit  AB  la  dixième  par- 
tie de  la  circonférence ,  ou  un  arc  de  36'' ,  le 
triangle  AOB  étant  isocèle ,  les  angles  ABO  et 
AOB  seront  chacun  de  72^,  et  par  conséquent 
le  double  de  Tangle  au  centre  AOB  :  donc  la 
droite  BG ,  qui  divise  Tangle  ABO  en  deux 
parties  égales,  partage  le  triangle  AJBO  en 
deux  trianges  isocèles  ABC,  BCO.  En  effet ,  on 
a  CBO  =  36'> 

COB=36°; 
donc  BC  =  CO 

CBA=36» 

BAC  =  72»  ; 
donc  BCA=36»; 

et  AB=BC; 

donc  aussi  AB  =  CO. 

Les  triangles  ABC  ,  A  OC  ,  semblables  par- 
ce qu'ils  sont  équiangles ,  donnent  les  propor- 
tions AO:AB::AB:ÂC,* 

OU  bien  AO  :C0  :  :CO:AG. 

Donc  le  rayon  AO  est  coupé  en  moyenne 
et  extrême  raison  au  point  C  -,  le  grand  segment 
GO  est  égal  au  côté  AB  du  décagone  inscrit. 

354*  En  joignant  deux  à  deux  les  points  de 
division  du  décagone  on  obtient  le  pentagone 
inscrit  AGE  :  on  peut  aussi  diviser  la  circonfé- 
rence en  20,  40,80,  etc.,  parties  égales. 

355.  Si  on  retranche  l'arc  de  iS**  de  Tare  18*», 
on  a  un  arc  de  3°  qui  est  contenu  120  fois  dans 


DE   GÉOMÉTRIE.  205 

la  circonférence  9  on  peut  donc  inscrire  un  po- 
lygone de  i5,  3o ,  60 ,  120 y  2^0 ,  etc. ,  côtes. 

356.  On  peut  inscrire  en  général  dans  le 
cercle  des  polygones  d'un  nombre  a^+i  de 
côtés ,  lorsque  ce  nombre  est  premier. 

Mais  il  serait  trop  long  d'indiquer  ici  les 
opérations  à  ei^écuter. 

Le  plus  petit  nombre  de  ce  genre,  après  5, 
est  17.  (Note  12.  ) 

357.  Problème  LXXY.  Etant  donné  le  côté 
d'un  polygone  régulier  désigné,  construire  le 
polygone  ? 

Solution.  Décrivez  une  circonférence  d'un 
rayon  quelconque  ;  inscrivez  un  polygone  régu- 
lier du  nombre  de  côtés  désigne ,  et  faites,  sur 
le  côté  donné ,  un  polygone  semblable. 

Aire  du  cercle  et  rapport  du  diamètre  à  la 

circonférence. 

358.  Soit  L  la  longueur  de  la  circonférence 
exprimée  en  unités  linéaires ,  soit  en  mètres. 

M  la  surface  du  cercle  exprimée  en  unités 
superficielles ,  soit  en  mètres  carrés. 

L  sera  toujours  plus  petit  que  le  périmètre 
Q  du  polygone  circonscrit  qui  enveloppe  la 
circonférence ,  et  plus  grand  que  le  périmètre 
P  du  polygone  inscrit  (106);  doncfRL  sera 
aussi  compris  entre  7  QR  et  7  PR  ,•  c'est-à* 
dire  qu'on  a  ^RL>iPR 
^RL<iQR; 
donc ,  à  plus  forte  raison , 

^RL>f  PRcos.fC(p.2oi), 
car  COS.  7  G  est  une   quantité  au-dessous  de 
r unité;  mais  f  QR=B  et  ^  PR  cos  ^  C  =A 
(345) ,  7  RL  est  donc  renfermée  entre  les  deux 
limites  A  et  B  ;  mais  M  est  évidemment  com* 

18 
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pris  entre  les  mêmes  termes  ;  et  comme  la 
différence  de  ces  termes  peut  devenir  plus 
petite  qu'aucune  quantité  assignable ,  il  s'en- 
suit qu'on  doit  avoir  (  i43  )x 

M=fRL; 
donc  raire  du  cercle  est  égale  à  la  circonfé- 
rence multipliée  par  la  moitié  du  rayon. 

On  parvient  à  ce  même  résultat  en  consi- 
dérant la  circonférence  comme  un  polygone  ré- 
gulier d'un  nombre  infini  de  côtés  infiniment 
petits;  cette  considération  est  un  moyen  com- 
mode de  se  rappeler  promptement  le  résultat. 

359.  On  démontre  de  la  même  manière  que 
l'aire  d'un  secteur  est  égale  à  l'arc  multiplié 
par  la  moitié  du  rayon. 

L'aire  du  segment  est  égale  à  Taire  du  sec- 
teur, moins  l'aire  du  triangle,  formé  par  la 
corde  et  les  deux  rayons  qui  passent  par  les 
extrémités. 

360.  Les  circonférences  étant  proportion^ 
n elles  aux  diamètres  et  les  cercles  aux  car- 
rés des  diamètres  (3o6}y  il  s'ensuit  que  , 
quel  que  soit  ce  diamètre ,    en  le  désignant 

par  D ,  les  rapports  =r^ ,  rr  sont  des  quantités 

constantes  \  on  est  convenu  de  représenter  le 

rapport  constantsr  par   la  lettre  grecque  rr; 

de  sorte  qu'on  a 

L 

H— il     i- 

M 
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Le  célèbre  Lambert  a  démontré  par  des 
raisonnemens  trop  longs  à  exposer,  qae  le  rap- 
port TV  et  même  TT^,  est  incommensurable;  mais 
U  est  aisé  d'en  obtenir  une  vairnr  nnprochée. 

En  effet ,  L  est  toujours  compris  entre  P  et 

L  .  ,  P 

Q  ;  donc  «r-  sera  toujours  renfermé   entre  =r 

et  ^  :  supposons  qu'on  ait  calculé  deux  poly- 
gones dont  les  périmètres  ne  diffèrent  plus 
que  d'une  décimale  du  septième  ordre,  il  est 
évident  qu'en  s'arrétant  à  cette  décimale  ,  on 
aura  la  valeur  de  fr,  à  moins  d'une  unité  de  cet 
ordre  près  :  supposons  qu'on  inscrive  et  qu'on 
circonscrive  un  polyc^one  de  a4o  côtés ,  on  aura 
a4o  C  =  36o ,  d'où  C  =  i»  3o'  ;  sin.  {-  C 
=0,0130896. 

P  =  48o  R.  sin.  45'  =  6,a83oo8oR 

P       P 

et  g  =  ^=3,145040 

Q  =480  R.  tang.  45' =6,283536 

§=3,141768; 

P     Q 
or  TT^t^  s'accordent  jusqu'aux  millièmes  ;  on 

a  donc  7r  =  3,i4i  à  un  millième  près. 

Archimède  ,  célèbre  géomètre  sicilien ,  qui 
vivait  trois  siècles  avant  Jésus  -  Christ  ,  a 
trouvé,  en  inscrivant  un  polygone  de  96  côtés, 
que  TT  était  compris  entre  3  -5-7  et  3  f^  on  3  y. 

Ce  dernier  rapport  est  trop  fort  :  si  on  en 
soustrait  -—^  ,  il  devient  trop  faible.  Sur 
un  diamèti'e  de  mille  mètres ,  la  circonféranr 
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calculée  d'après  ce  rapport ,  est  trop  longue 
de  plus  de  i  mètre.  Comme  ce  rapport  est 
très-simple ,  il  est  le  plus  connu  et  le  plîis 
usité,  quand  on  n'a  pas  besoin  d'une  extrême 
exactitude. 

Adrien    Métius    le    père ,    géomètre  hol- 
landais du  dix-septième  siècle ,  a  trouvé  ' 

355 
7r= — 5=3,1415929. 

I  I  o 

Ce  rapport  est  trop  fort  ;  il  est  d*une  grande 
exactitude  ;  pour  un  diamètre  d'un  million 
de  mètres ,  de  près  de  25o  lieues  de  longueur , 
la  circonférence  est  trop  longue  de  i  mètre. 
En  écrivant  à  côté  l'un  de  l'autre  le  dénomi- 
nateur et  le  numérateur  on  obtient ,  i .  i .  3  . 
3.5*5.  On  voit  que  les  trois  premiers  nombres 
impairs  sont  chacun  répétés  deux  fois.  Cette 
observation  suffit  pour  se  rappeler  facilement 
le  rapport  de  Métius. 

Ludolph  Yan-Keulen,  géomètre  hollan- 
dais ,  a  poussé  l'approximation  jusqu'à  la  35^ 
décimale  ,  et  Lagnyjusqu'àla  128'  ;  maisYéga, 
major  d'artillerie  autrichienne ,  y  a  découvert 
une  faute  typographique.  La  113**  décimale 
doit  être  u^  8  et  non  un  7  ;  et  il  a  poussé  i'ap- 
proximatioii  jusqu'à   la  i4o*  décimale 

7r=: 3, 14*592653589793, etc.  (Voir  Table  V.) 

36 1.  M.  Pioche,  statuaire  de  la  ville  de 
Metz ,  a  fait  l'ingénieuse  observation  qu'on 
avait  à  très-peu  près 

=3,1415925, 

expression  qui  n'est  en  erreur  qu'à  la  7*  dé- 
cimale;   elle  présente  l'avantage  de   fournir 
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une  construction  facile  pour  faire ,  à  très-peu 
près  ,  une  ligne  de  même  longueur  qu'une  cii^ 
conférence  donnée  :  le  rapport  3,i^i6  est 
suffisant  pour  la  pratique. 

362.  On  a  -  =  71(343) 

d*OÙ  L  =  TrD  =  2:rR 

Ainsi  la  longueur  cPune  circonférence  est  égale 
au  diamètre  multiplié  par  jr. 
On  a  ensuite 

4     ^ 

donc  Vaire  du  cercle  est  égale  au  carré  du 
rayon  multiplié  par  tt,  ou  bien  encore  est 
égale  au  carré  au  diamètre  multiplié  par  le 
quart  de  tt. 

Problèmes  sur  les  circonférences  et  les  cercles, 

363.  Pboblèmb  LXXYI.  Etant  donnée  la 
longueur  du  rayon  ,  calculer  celle  de  la  cir- 
conférence ? 

Solution,  R  =  287™  ; 

on  aura       L  =  27r,287=574îf  ; 
log.  574  =  2,^5891 19 

log. 7r=o,497 1498  (Voir  Table  7,  ) 

log.  L  =  3,2560617  =  log.  i8o4»3  environ. 
En  se  servant  du  rapport  d'Archimède,  on 
trouve 

44 
L=-Î3.:287  =  44.4i  =  1804. 

7 
Problème  LXXYII.  Etant  donnée  la  cir- 
conférence ,  calculer  le  rayon  ? 

ï8' 
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Solution,  Soit  L=  i8o4>3; 
on  a  R=:  —  ; 

log.  L  =6  3,2560617 

log.2îr  =0,7981798 

log.  R  =  2,4578819  =  log.  287. 

Problème  LXXVÎII.  Connaissant  le  rayon , 
calouler  Taire  du  cercle  ? 

Solution.  Soit  R  =  287  ; 
on  aura  M  =  7rR=»  ; 

log.  R»  ==  a  log,  R  =34,9i5763& 
log.  ff  =  0,4971498 

log.  M  S  5,4i29i36:=3k>g,  258870 
M  ==  258870. 
En  faisant  le  produit  de  R  par  {^  L  ^  on  trouve 

M  =  258874. 

L'aire  M  dépend  de  ir  ;  or  il  est  démontré 
au'on  ne  peut  trouver  ce  rapport  exactement  ; 
donc  aussi  M  est  incommensurable  à  l'égard 
du  rayon  :  il  est  donc  impossible  de  trouver 
un  carré  exactement  équivalent  au  cercle  ; 
c'est  ce  qu'on  nomme  la  quadrature  du  cer- 
cle, recherche  qui  depuis  la  démonstration  de 
Lambert  (p.  207)  ne  peut  plus  occuper  un 
géomètre. 

PaoBLËME  LXXIX.  Connaissant  l'aire  du 
cercle  9  calculer  le  rayon  ? 

Solution.       R=\/  — ; 
soit  M  =x  258874—*; 


^    7258874        . 
on  aura  R  =  \/  ^=  287. 
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Paoblêms  LXXX.  Connaissant  le  rayon, 
calculer  la  longueur  d'un  arc? 

Solution.  Soit  a  Tare  donné,  exprimé  en 
degi'és  et  parties  de  degrés,  /  sa  longueur.  Rie 
rayon  ;  on  fera  la  proportion 

3oo  :  a  :  :  aTrK  :  •  = -r-r— -       —p: — Tril. 

36o*   ==i8o« 
Soit  ^  =  75",  et  R  =  aSy"  j 
,       7^°    Q  i5     ^    12 

5     .  5 • 4i • Kl 

12     ^  6 

5 

on  a  iai375"-. 

6 

PaoBLÊME  LXXXI.  Connaissant  la  longueur 

d'un  arc  et  le  nombre  de  ses  degrés ,  calculer 

le  rayon? 

^  ,     .            T.       >8o*>  / 
Solution.      jx  = . 

a     n 

Problème  LXXXII,  Connaissant  le  rayon  et 
Tarc^  trouver  Taire  du  secteur  ? 

Solution.  Soit  a  l'arc  ;  on  calcule  sa  longueur 
'/(Pr.  LXXX),  et  l'aire  cherchée  sera  égale 

Problème  LXXXIII.  Etant  donnés  le  rayon 

et  l'arc ,  trouver  Taire  du  segment  ? 

Solution*  L'aire  du  segment  est  égale  à 

360*»     ^         « 

Tf  R' — 7  R*  sin.  a. 

a 

PBOBLfiMsLXXXIY.  Construire  une  circon- 
férence égale  à  la  somme  ou  à  la  difféi^ence  de 
deux  circonférences  données  ? 
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Solution.  Soit  R  et  R'  les  rayons  donnés ,  et 
r  le  rayon  de  la  circonférence  cherchée ,  on 
aura  donc  2  7rr  =  27rR-J-2  7rR',  lorsqu'il  s'agit 
de  la  somme  ;et27rr=27rR  —  27rR,  Wsqu'il 
s'agit  de  la  dififérence  ; 
on  en  tire  r=R  +  R' 

r=R— R'. 

Il  suffit  donc  de  décrire  une  circonférence 
d'un  rayon  égal  à  la  somme  de  deux  rayons  ou 
à  leur  différence. 

Pboblêmb  LXXXV.  Construire  un  cercle 
égal  à  la  somme  des  deux  cercles  ? 

Solution.  [Fig.  840  En  raisonnant  comme 
ci-dessus ,  on  aura 

d'où  r^=R»+R'»; 

construisant  le  triangle  rectangle  en  A ,  dont  le 
côté  AB  est  égal  à  R ,  et  le  côté  AC  égal  à  R', 
rhypothénuse  sera  le  rayon  du  cercle  de- 
mandé. 

364-  {Fig.  84*)  Si  sur  les  trois  cotés  du 
triangle  rectangle  ABC ,  on  décrit  des  cir- 
conférences,  le  demi-cercle  construit  sur  l'hy- 
pothénuse,  passant  nécessairement  par  le 
sommet  R ,  sera  équivalent  à  la  somme  des  demi- 
cercles  faits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  :  re- 
tranchant de  part  et  d'autre  les  segmens  com- 
muns AHB  ,  AEB ,  il  restera  le  triangle  ABC 
équivalent  à  la  somme  des  aires  des  deux  lun  ules 
AHBL ,  AMCK  ;  lorsque  les  côtés  AB  et  AC  sont 
égaux ,  l'aire  du  triangle  est  double  de  Taire 
d  une  lunule  ;  cette  proposition  est  connue  sous 
le  nom  de  lunule  éCHippocrate,  géomètre  grec 
qui  vivait  vers  le  5°  siècle  avant  Jésus-Christ.  On 
a  ici  rexemplc  d'une  surface  curviligne  exacte- 
mç^t  carrable  \  on  peut  en  imaginer  une  infinité 
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d'autres.  (Fig,  85.)  En  effet,  si  sur  les  côtés 
égaux  AB  ,  AG ,  du  triangle  isocèle  ABC .  on 
décrit  des  segmens  égaux  ALB ,  AMG ,  Taire 
du  triangle  mixtiligne  ALBCMA  sera  éauiva- 
lente  à  1  aire  du  triangle  rectiligne  BAC ,  et 
en  faisant  la  même  figure  en  dessous  de  BG , 
on  aura  une  surface  curviligne  sous  forme  de 
hache  9  équivalent  à  un  parallélogramme  (note 
i3)  ;  ces  sortes  d  exemples  induisent  en  erreur 
les  personnes  qui  s'obstinent  à  la  recherche  de 
la  quadrature  du  cercle  ;  elles  ne  font  pas 
attention  que ,  dans  les  cas  cités ,  la  quantité  tt 
disparaît  par  suite  d'une  soustraction;  mais 
toutes  les  fois  qu'elle  reste  dans  le  calcul ,  les 
résultats  deviennent  approximatifs  ,  et  ne  sont 
plus  susceptibles  d'une  exactitude  rigoureuse. 
.  365.  Problème  LXXXYI.  Etant  donnés 
deux  polygones  semblables,  construire  un 
troisième  polygone  semblable,  dont  le  péri* 
mètre  soit  égal  à  la  somme  des  périmètres  des 
polygones  donnés  ? 

Solution,  Soient  m ,  m',  deux  côtés  homolo- 
gues des  polygones  donnés  ;  P  et  P'  leurs  péri- 
mètres, X  le  côté  homologue  du  polygone 
cherché,  et  X  son  périmètre,  on  £ev3LX=:m 
-f-  m'y  et  on  construit  sur  j:  un  polygone  sem- 
blable à  un  des  polygones  donnés  ;  car  on  a 

P  :  P'  :  :  W  :  m' j 
d'où  P+P':P  ::  m  +  m' -.m:  :  X i  nt', 
or  on  a  aussi  X  :  P  :  :  j:  :  m  ; 
donc  X=P4-P'. 

Probl.  LXXXYII.  Mêmes  données  que  dans 
le  problème  précédent  ;  construire  un  polygone 
semblable,  ayant  une  aire  équivalente  à  la 
somme  des  aires  des  polygones  donnés  ? 

Solution,  x'^^=zni*-\'ni'\  même   moyen  de 
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démonstration.  On  voit  ce  qu'il  faut  faire  quand 
il  s'agit  de  la  difi'érence. 

Paoblèmb  LXXX VIII.  Etant  donné  un  poly- 
gone, construire  un  polygone  semblable,  de 
manière  que  leurs  périmètres  ou  leurs  aires 
soient  dans  un  rapport  donné? 

Solution.  Soient  m  un  côté  du  polygone 
donné,  x  le  côté  homologue   du    polygone 

cherché,  et  ~  le  rapport  donné  entre  les  péri- 
mètres ;  faites  la  proportion/?  t  q  w  mx  x  pour 
les  périmètres^ 

Si  -  est  un  rapport  entre  les  aires ,  faites  la 
q 

proportion  pi  g  :  :  m*  :  a:^  et  on  trouvera  x 
a'après  le  problème  (263). 

Pboblème  LXXXIX.  Etant  donné  un  cer- 
cle ,  en  trouver  un  autre  tel  que  les  circonfé- 
rences ou  bien  que  les  aires  soient  dans  uq 
rapport  donné  ? 

Solution,  La  même  que  dessus ,  en  prenant 
les  rayons  pour  côtés  homologues. 

PboblêmS  XG.  Construire  un  polygone 
semblable  à  un  polygone  donné  et  équivalent 
à  une  aire  donnée  ? 

Solution.  Soit 
N  le  côté  du  carré  équivalent  à  l'aire  donnée  ; 
P   le  côté  du    carré  équivalent  au  polygone 
donné,  m  un  côté  quelconque  de  ce  polygone  , 
X  le  côté  homologue  du  polygone  cnercné  ; 
on  a  P^  :  N^  XI  m^  ix^\ 

ou  bien  P  i  N  :  :  /tz  :  x , 

et  le  côté  x  sera  connu. 
366.  Nous  allons  énoncer  ici  quelques  pro- 


DE   GÉOMéTRlE*  âl5 

priétés  remarquables  des  polygones  ,  que  les 
bornes  de  cet  ouvrage  ne  nous  permettent  pas 
de  démontrer  ;  on  les  trouve  la  plupart  dans 
Texcellent  Journal ,  jadis  publié  par  M.  Ger^ 
gonnes  >  sous  ce  titre  :  Annales  de  Mathéma'- 
tiques Qt  qui  est  malheureusement  interrompu. 
367.    I®  R  étant  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à  un  triangle , 
r  étant   le   rayon  du  cercle    in-^ 
scrit    à    un     triangle, 
D  la  distance  des  deux  centres  y 
Ton    aura  D*  =  R'  —  î  r  R. 

2»  r,  Etant  le  rayon  du  cercle  inscrit  inté- 
rieurement à  un  triangle  j  r^,  /*",  r'",  les  rayons 
des  trois  cercles  inscrits  extérieurement  ;  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  A ,  Taire  du  trian* 
gle ,  Ton  a 

I         I  I  X 

«.»  fS£    wmm    *^%    m^^    ^T"  ■^■h** 

R=i(/^+r"+r^"— r) 

A=ï/ïyyy^. 

3^  Dans  tout  triangle ,  les  trois  hauteurs  se 
coupent  an  même  point  ;  les  trois  droites  qui 
vont  dès  sommets  aux  milieux  des  cotés 
passent  par  le  même  point  ;  ces  deux  points  et 
le  centre  du  cercle  circonscrit  sont  toujours 
sur  une  même  droite. 

4°  Si  y  d'un  point  pris  sur  la  circonférence 
circonscrite  à  un  triangle ,  on  mène  trois 
droites ,  faisant  respectivement  le  même  angle 
avec  chaque  côté  du  triangle ,  les  pieds  de  ces 
droites  sont  sur  une  même  droite. 

5^  Un  hexagone  étant  inscrit  au  cercle  et 
allant  dans  le  même  sens ,  si  Ton  désigne  lef 
cotés  par  les  six  premiers  nombres ,  les  inter 
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sections  des  côtés  i ,  4^  -,  2,  5  \  ^,6',  sont  sur 
une  même  droite.  Cette  belle  propriété  est 
due  à  Pascal ,  qui  lui  a  donné  le  nom  peu 
géométrique  de  hexagramme  mystique. 

6^  Un  hexagone  étant  circonscrit  à  un  cer- 
cle y  et  désignant  les  angles  en  allant  dans  le 
même  sens ,  par  les  six  premiers  nombres  ;  les 
diagonales  i  ,  /l\  2  ,  5  ^3  ,  6  -,  se  coupent  en 
un  même  point. 

Cette  propriété  est  due  à  M.  Brianchon,  an- 
cien capitaine  d'artillerie ,  et  ancien  professeur 
à  récofe  d'artillerie  de  Vincennes. 

Ces  propriétés  ont  également  lieu  pour  les 
courbes  dites  sections  coniques,  La  démons- 
tration la  plus  facile  et  la  plus  élégante  a  été 
donnée  par  M.  Durrande.  (Gergonnes^  tome 
XrV,  pa^e29.) 

(jFig".  85  bis.  )  Elle  consiste  en  ceci  :  soient 
a,  b,  c,  d,  Cyf^a^  ABCDEFA,  deux  hexa- 
gones ,  inscrits  et  circonscrits  au  même  cercle  : 
désignons  par 
P ,  Q ,  R ,  les  intersections  des  côtés  AF  ,CD  ; 

AB,DE;  BC,  EF;^ 
Pj  Qy  ff  l^s  intersections  des  côtés  af^ed; 

ab ,  de  ;  bc ,  ef. 

Désignons  encore  par  cercle  P ,  celui  qui  a 
pour  centre  P ,  et  pour  rayon  Pô  =  Pe  ; 

Cercle  Q ,  celui  qui  a  pour  centre  Q  ,  et  pour 
rayon  Qc=Q/; 

Cercle  R ,  celui  qui  a  pour  centre  R ,  et 
pour  rayon  Rrf;=Ra; 

Cercle  A  ,  celui  qui  a  pour  centre  A  et  pour 
rayon  Ac=A&; 

Cercle  B,  celui  qui  a  pour  centre  B,  et  pour 
rayon  Bd  =  Bc  ; 

Cercle  G ,  celui  qui  a  pour  centre  G  ,  et 
pour  rayon  Ce  szGd} 
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Cercle  D ,  celui  qui  a  pour  centre  D ,  et  pour 
rayon  0/*=  De  et  ainsi  de  suite. 

Le  cercle  A  touche  i-ntérieurement  le  cercle 
R  en  Zr ,  et  extérieurement  le  cercle  Q  en  c  ; 
donc  Bc  passe  par  le  centre  de  similitude  des 
cercles  P  et  Q  ;  le  cei*cle  D  touche  extérieu* 
rement  le  cercle  P  en  c ,  et  intérieurement  le 
cercle  Q  eny*;  doncye  passe  aussi  par  le  centre 
intérieur  de  similitude  des  cercles  P  et  Q.  Par 
conséquent,  r  intersection  de  bc  et  de  eJT,  est 
le  centre  de  similitude  des  cercles  P  et  Q.  On 
démontre  de  même  que  q  est  le  centre  de  simi- 
litude intérieure  des  cercles  P  et.  R  ;  etp  le 
centre   de  similitude  extérieure  de  Q  et  R  t 
donc  les  trois  points/?  ^q  ^r,  sont  sur  une  même 
droite  (  3  <  o  )  ;  or  bc ,  ef,  étant  les  polaires  de 
A  et  deD,  leur  intersection  r  est  le  pôle  de 
AD     (  249  )  ;    par    la    même    raison ,  p  est 
le   pôles   de  BE ,    et    q  celui    de    CF;    or, 
p,  q ,  r,  sont  en  ligne  di*oite  :  donc  les  diago- 
nales AD,  BE,  GF,  passent  le  même  point 
O.  c.  q.  f.  d. 

Dans  la  figure  85  (  a  ) ,  les  points  e  ,y*s'étant 
rapproches  ,  confondus ,  le  sixième  côté  est 
remplacé  par  la  tangente  en  ce  point  ;  et  les 
deux  propriétés  ont  encore  lieu,  en  ayant 
égard  à  la  modification  que  subit  le  polygone  ; 
en  85  (  6  )  I  les  points  e ,  y*,  et  c ,  a ,  se  con- 
fondent ;  et  en  85  (c),  les  points  a^b  \c,d\e,f^ 
se  sont  réunis  ^  et  l'hexagone  est  remplacé  par 
deux  triangles ,  inscrits  et  circonscrits.  . 

Par  six  points ,  on  peut  faire  passer  60  hexa- 
gones différens  {'j^)  ;  chacun  fournit  .un  groupe 
de  trois  points  situés  en  ligne  droite;  mais 
on    n'aura    pas.  180   pointa    différens;   car 
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plusieurs  de  ces  droites  passent  par  les  mêmes 
points. 

Ainsi  f  dans  la  figure  85  his  ,  de  quelque 
manière  qu'on  place  Jes  lettres  et  qu'on  varie 
la  construction  ,  les  points  de  concotti*s  de  i  « 
4  et  2  «  5 ,  seront  toujours  situés  sur  la  tan- 
gente au  point  F  ;  car  par  le  même  point  ne 
passe  qu'une  aeule  tangente. 

6^  Trois  droites  formant  un  faisceau  har^ 
mouique  >  et  allant  dans  le  même  sens»  dési- 
gnez par     a  Tângle  de  la  i'*  droite  avec  la  â«, 
h  a*  3*. 

t  3»  4». 

On  a  toujours 

sin.  âsin,c:=sin.&sin.(â4*&+c)i 
et  la  réciproque  a  lieu. 

7^  Par  m  %  points  situés  sur  un  même  plan , 
on  peut  faire  passer 

polygones  différens  :  il  n'y  en  a  qu^uu  seul  qui 
soit  convexe» 

En  effet,  désignons  les  points  par  la  suite  des 
nombres  naturels  i .  a.  3. . .  m,  on  peut  concevoir 
que  tous  les  polygones  commencent  par  le 
point  If  les  points  restans  donnent  i.  2....i72 — i 
permutatinns';  mais  il  y  a  toujours  deux  per- 
mutations qui  donnent  le  même  polygone; 
par  exemple ,  les  deux  permutations  1. 1.  S...  m 

et  1.  m.  m  —  x 3.  i  donnent  le  même 

polygone  \  donc  »  etc.  ^  ... 

%^  F  étant  un  nombre  de  polygones  tracés 
sur  un  plan  et  formant  un  ensemble ,  comme 
le»  carrés  et  les  hexagones  vit  tos  parquets  s 


S  étant  le  nombre  des  sommeU  >  Aie  nombi'e 
des  côtés  ;  OD  a.  toujours 

Cette  remarque  est  due  à  M*  Gaochy ,  membre 
de  rAoadémie  des  Sciences. 

9*  Entre  tous  les  triangles  de  même  péri- 
mètre et  ayant  un  càté  donné ,  le  triangle  de 
plus  grande  aire,  le  triangle  maximum^  est 
celui  dans  lequel  les  deux  côtés  non  déter- 
minés ftont  égaux. 

lo*^  Entre  tous  les  polygones  qui  sont  iao* 
périmètres ,  c'est-à-dire  qui  ont  des  périmètres 
égaux  et  d*un  mâme  nombre  décotes,  eelui-là 
est  un  maximum  qui  a  ses  côtés  égaux. 

II*  Entre  tous  les  trapèses  de  mêmes  bases 
et  de  même  hauteur ,  celui-là  a  le  moindre  pé- 
rimètre ,  où  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
baaes  leur  est  perpendiculaire. 

1 2*^  Entre  tous  les  triangles  de  même  base , 
et  ayant  leurs  sommets  sur  une  même  droite , 
celui-là  a  le  plus  petit  périmètre  dont  les  côtés 
indéterminés  forment  des  angles  égaux  avec  U 
dix>ite. 

1 3°  De  tous  les  polygones  qu*on  peut  former 
avec  des  côtés  donnés,  celui  qu'on  peut  inscrire 
dans  un  cercle  a  le  maçcimum  d*aire. 

i4^  L'aire  du  cercle  est  plus  grande  que 
celle  d'un  polygone  de  même  périmètre  que 
la  circonférence  du  cercle. 

iS**  Le  périmètre  de  la  circonférence  d*UQ 
cercle  est  plus  petit  que  le  périmètre  d'un 
polygone  de  même  aire  que  le  cercle.  ^ 

i6°  Le  cercle  a  une  plus  jj;rande  aire  qu'une 
courbe  convexe  fermée  de  même  périmctreque 
la  circonférence* 
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17®  Si  par  un  point  pris  arbitrairement  daus 
l'intérieur  d'un  triangle  ,  on  mène  des  pa- 
rallèles à  ses  trois  côtés ,  ces  droites  divisent 
le  triangle  en  six  compartimens ;  savoir, 
trois  parallélogrammes  ,  et  trois  triangles  ^ 
le  produit  des  aires  des  parallélogrammes 
contient  huit  fois  le  produit  des  aires  des 
triangles. 

18°  Si  dans  Tintérieur  d'un  quadrilatère 
convexe  on  décrit  quatre  cercles,  touchant 
respectivement  trois  côtés ,  les  quatre  centres 
sont  sur  une  même  cix*conférence. 

19°  Un  polygone  de  n  côté  est  déteiminé 
au  moyen  de  in — 3  relations  indépendantes 
entre  les  côtés  et  les  angles. 

De  la  génération  des  surfaces  par  des  droUes, 


368.  Un  point  qui  se  meut  d'une  manière 
quelconque  trace  dans  l'espace  une  ligne  dont 
la  forme  varie  avec  la  nature  du  mouvement. 
Lorsqu'une  ligne  se  meut  dans  l'espace ,  chacun 
de  ses  points  trace  une  ligne ,  et  l'ensemble  de 
ces  lignes  forme  une  surface ,  trace  de  la  ligne 
dans  l'espace  ;  et  on  dit  alors  que  la  surface  a 
été  engendrée  parla  ligne»  et  cette  ligne  porte 
le  nom  de  ligne  génératrice.  Nous  examinerons 
d'abord  quelques  surfaces  engendrées  par  la 
ligne  droite. 

369.  [Fig*  86.  )  Si  l'on  fait  tourner  le  côté 
OL  d'un  angle  droit  LOC  autour  du  côté  OG  , 
qui  reste  fixe ,  le  côté  mobile  décrira  un  plan.  En 
eflfet,  soient  OA ,  OA',  deux  positions  quelco.n- 
ques  de  la  droite  mobile ,  par  ces  deux  droites 
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on  peut  faire  passer  un  plan.  Menons  dans  ce 
plan  une  droite  OL,  divisant  Tangle  AOA'  en 
parties  égaies  ;  TangleCOL  sei'a  droit.  Cariln'y 
a  pas  de  raison  pour  que  OG  penche  plus  vers 
OL  que  vers  son  prolongement  OL';  donc  OL 
sera  une  troisième  position  de  la  génératrice. 
Divisant  derechef  l'angle  formé  par  cette  ligne , 
et  la  droite  AL  en  parties  égales ,  on  prouve 
que  cette  ligne  de  division  est  aussi  une  posi- 
tion de  la  ligne  génératrice ,  et  il  est  facile  de  dé- 
montrer que  deux  de  ces  positions  peuvetit  for- 
mer un  angle  plus  petit  qu'aucun  angle  donné  : 
donc  la  droite  génératrice  reste  toûjoui*$  dant 
le  même  plan. 

Cette  proposition  peut  aussi  se  -  démontrer 
directement.  En  eSéty  soit  L  un  point  quel- 
conque situé  dans  l'intérieur  de  l'angle  AOA'; 
menez  SLT  (Prob.  LXI,  p.  i55)»  de  ma- 
nière que  Ton  ait  SL=:LT;  menez  les  droites 
GS ,  GL>  CI;  or,  L  étant  le  milieu  de  SL,  on 
a  dans  le  triangle  SOI, 

OS^+OP  =;;  a  SL»4-20L»  (  at5  )  ,• 
et  dans  le  triangle  GSL , 

es»  +  CL»  =  2  SL»  +  2  CL'  î 
et  p<ar  souistraction 
es»— OS»  +  GL«— 0P  =  2GL«— a0L^ 
Les  triangles  GOS ,  GOI ,  étant  par  hypo- 
thèse rectangles  en  O ,  l'on  a 

GS«—  OS^=GO' 

GL'  — OP  =  GO>  î 

donc  l'équation  ci-dessus  se  change  en  celle-ci 

>,  2.C0*  =  2CL'— 20L'} 

d'où  G0"=   CL*—  OL*, 

et  CL'=  GO' 4-   0L\ 

19' 
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Le  triangle  COL  est  donc  aussi  rectangle 
en  O  (  aa4). 

370.  JDe  là  on  conclut ,  i^  que  toute  droite 
OC  perpendiculaire  à  deux  droites  OA  ,  OA' , 
menées  par  son  pied  dans  un  plan  ,  è&t 
perpendiculaire  à  toutes  les  droites   menées 

1)ar  son  pied  dans  le  même  plan  f  71^  ({ua  tons 
es  points  de  la  génératrice  OL  décrivent  des 
circonféreilces  eoncentriquea  »  situées  dans 
un  même  plan ,  et  ayant  pour  centre  le  pied 
de  la  perpendiculaire. 

371 .  On  dit  qu'une  di*oite  CO  est  perpen- 
dicuiaii^e  à  un  plan  lorsqu'elle  est  peryen^ 
diculaire  à  toutes  les  droites  ,  menées  par 
son  pied  dam  le  plan.  JVous  donotroo*  plus 
bas  la  raison  de  cette  dénomination  (p.  228}$ 
on  dit  aussi  (pit  le  plan  est  perpendiculaire  à 
la  droite. 

3^2.  D'un  point  donné  G  on  nef  peut  abaisser 
qu'une  seule  perpendiculaire  à  un  plan  ;  car 
si  l'on  pouvait  en  abaisser  deux ,  en  joignant 
leurs  pieds  par  une  droite;  Oa^  fottnerait  un 
triangle  qui  aurait  deux  angles  droits  ,  oe  qui 
est  absi^rdc.    •.  • 

373.  [Fig.  86.)  D'un  point  O  aiioé  «ur  ie 
plan  PQ ,  on  ne  peut  élever  qu'une  ^eul^  per- 
pendiculaire an  plan.  Supposons  qu  on  puisse 
en  élever  deux  ;  ^faisant  passer  un  plan  pai- 
ces  perpendiculaires ,  il  coupera  le  plan  PQ 
suivant  une  droite  \  par  le  mêma  point  O  on 

Sourrait  donc,  dans'  le  ménie   plaui   élever 
eux  perpendiculaires  à  une   droite ,  ce  qui 
est  impossible  :  donc  9  etc. 
374*  Le  plus  court  chemin  d'un  point  C  4 
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un  plan  PQ  est  la  per|ieodicuUire  GO  , 
abaissée  de  ce  point  sur  Je  plan;  car  toutç 
autre. droite  CL  étant  uoe  hypothénusedans 
le  triangle  rectangle  COL,  est  plus  longue 
que  CO. 

375.  Si  Ton  prend  OM  as  OL ,  m  aura 
l'obfiqUa  GHckCLj  car  let  deux  tPtangIcs 
rectangles,  COM,  COL,  sont  égaux:  dooc^^a 
çbliqmM  égiUement  içarUes  de  la  perp^n^- 
culairc  font  égal^^  et  forment  at^eç  çfittç 
perpendiculaire^  des  angles  égausi^p 

Il  ^1  facil0  da  dénoatrer  qw  U  ré^jj>roque 
a  liai»  et  que  da  daux  obliquea  iaégaknxeot 
éeartaea  »  la  plu»  aaarté^  ait  la  plua  laogpa ,  at 
néciproqneinant.  ^ 

376''  Les  pieds  des  obliqua*  égalas ,  étant  à 
dîâtadée  égalé  du  pied  da  la  pet*pea<tiealaûre  ^ 
sont  done  situés  sur  une  eircoaférenoe  qui  a 
péiii*  centre  la  pied  de  là  perpendiculaire ,  de 
là  d<fcoule  «n  mcyy^n  pratique  facile  d'abaisser 
d'un  point  donné  une  perpendionlaire  sur  un 
plan  \  il  suffit ,  «près  avoir  pris ,  à  partir  de  ce 
p<HiH.  trois  oblique^  égales,  de  &fre  passer 
nue  circonférence  par  las  pieds  des  obliques  $ 
le  dfttitre  de  la  ciraoniérenee  est  la  pied  de  la 
perpendiculaire. 

377.  On  donaeenssi  le  nom  deprmeçtion 
do  point  C  sur  le  plan  PQ  au  pied  0  de  la 
perpandîculaira  abaisséedu  point  O  sur  ce  plan; 
il  suit  deeatta  définition  que  tous  les  points  si* 
tnés  sur  la  perpendieulaire  GO  ont  tous  pour 
projection  snr  le  plan  PQ  le  même  point  0* 
Le  plan  se  nomme  ,  en  ce  cas  9  plan  deprth 
jeciicn* 
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378.  Si  on  conçoit  la  perpendiculaire  CO 
prolongée  au-dessous  du  plan  PQ ,  et  si  Ton 
fait  OC' =rOC,  les  deux  points  C  et  C  sont 
dits  être  symétriquement  placés  par  rapport 
au  plan  PQ  ;  G  est  le  point  symétrique  de  C, 
et  réciproquement.  Ainsi ,  deux  points  symé- 
triques ont  la  même  projection  O  sur  Je  plan 
PQ  de  symétrie. 

379.  {Fig.  86,)  Si,  dans  le  plan  PQ,  on 
mène  par  le  poîut  quelconque  L  une  perpen- 
diculaire SLT  à  l'écartement  OL,  elle  sera  aussi 
perpendiculaire  à  l'oblique  CL.  En  effet ,  me- 
nez CA,  CA' faisant  des  angles  égaux  LOA,  LOA' 
Avec  l'écartement  OL ,  les  triangles  rectangles 
OLS ,  OLT,  sont  égaux,  comme  ayant  un  côté 
commun  OL ,  adjacent  à  deux  angles  égaux  : 
donc  OS = OT,  et  LS=  LT,  et  par  conséquent 
les  deux  triangles  rectangles    GOT  et  COS 
sont  égaux,  et  1  on  a  CS  s=  CT;  mais  les  tria^i- 
gles  GLT,  CLS,  ont  le  coté    CJli  en   eom- 
mun,  et  deux  autres  côtés  égaux  chacun  à  eha- 
Gun  ;  ils  sont  égaux  :  dopo  l'angle  GLT  est  égal 
à  son  adjacent  CLSi,  c.  q.  f^  d.;  et  réciproque- 
ment ;  si  la  droite  SLT  est  perpendiculaire  à 
l'oblique  CL,  elle  sera  aussi  perpendiculaire  à 
son  écartement. 

L'écartement  OL,  perpendiculaire  à  la  fois  à 
GO  et  à  ST,  est  le  plus  court  chemin  entre  ces 
deux  droites  ;  ce  qui  est  facile  à  voir.  Les  droites 
OC,  LS,  étant  pi*olongées  à  l'infini ,  ne  peuvent 
jamais  se  rencontrer,  et  toutefois  elles  ne  sont 
pas  parallèles ,  parce  qu'elles  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan. 

OL  est  la  projection  de  la  droite  *CT  sur 
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la  droite  LOL'  ;  si  de  tous  les  points  de  la 
droite  CI  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
la  droite  LOL' ,  l'ensemble  de  ces  perpendicu* 
laires  forme  une.surface  qu'on  nommej^ara^^o- 
loïde  ;  cette  surface  est  infinie.  Car ,  on  peut 
concevoir  les  droites  GT ,  LO ,  prolongées  à 
l'infini. 

38o.  {Fig,  86.)  Si  par  la  perpendiculaire 
GO  et  l'oblique  GL  on  fait  passer  un  plan ,  il 
sera  perpendiculaire  à  la  droite  ST  ;  car  cette 
ligne  est  à  la  fois  perpendiculaire  aux  deux 
droites  LG,  LO  menées  par  son  pied  dans  le  plan 
GOL(37o),  et  TL  est  perpendiculaire  aux 
droites  menées  par  L  dans  le  pian  OLG;  de  là 
on  conclut  que  si  par  le  point  L  on  mène 
une  parallèle  à  GO  perpendiculaire  sur  PQ , 
cette  parallèle  sera  aussi  perpendiculaii*e  sur 
le  plan  PQ.  En  effet,  cette  parallèle  est,  par 
définition ,  dans  le  plan  GOL  ;  et  comme  elle 
passe  par  le  point  L,  il  s'ensuit  que  LT  est  per- 
pendiculaire à  cette  parallèle,  et  réciproque- 
ment ,-  mais  cette  parallèle  est  aussi  perpendi- 
culaire à  OL  ;  elle  est  donc  à  la  fois  perpendi- 
culaire sur  deux  droites  LO,  LT,  qui  passent 
par  son  pied ,  et  par  conséquent  elle  est  per- 
pendiculaire au  plan  PQ. 

38i.  De  là  il  suit  que  deux  perpendiculaires 
sur  un  même  plan  sont  parallèles  ;  car ,  si  elles 
n'étaient  pas  parallèles ,  par  le  pied  de  la  pre- 
mière ,  on  pourrait  mener  une  parallèle  a  la 
seconde ,  qui  serait  aussi  perpendiculaire,  au 

Î^lan  (  38o  )  ;  mais  cette  troisième  perpeudicu- 
aire  passe  par  le  même  point  que  la  première , 
ce  qui  est  absurde  (S^B);  donc ,  etc. 
"Et  donc  aussi,  réciproquement ,  un  plan  pp«*- 


pendiculaire  à  une  droite  est  aussi  perpen- 
diculaire à  sa  parallèle ,  et  lorsqu'un  plan  est 
perpendiculaire  à  deux  di*oites  p  elles  sont  né- 
cessairement parallèles. 

382.  Deux  droites  parallèles  à  une  troisième 
sont  parallèles  entre  elles;  cette  proposition  a 
déjà  été  démontrée  lorsque  les  droites  sont 
dans  un  même  plan  (  54  )  1  uiais  lorsqu'elles  ne 
sont  pas  dans  un  m'éme  plan  »  concevons  un  plan 
perpendiculaire  à  cette  troisième  droite:  il  sera 
à  la  fois  perpendiculaire  sur  les  deux  autres  : 
donc  celles-ci  sont  parallèles  entre  elles.  De  là 
il  suit  qu'une  droite  engendre  un  plan  ,  lors- 
qu'elle se  meut  parallèlement  à  elle-même  le 
long  d'une  droite  donnée. 

383.  Si  de  trois  points  situés  en  ligne  droite 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  un  plftQ, 
1°  les  trois  perpendiculaires  sont  dans  un 
même  plan  ;  2*  leurs  trois  pieds  ou  Us  trois 
projections  des  points  sont  sur  une  même 
droite.  Car  les  trois  perpendiculaires  étant 
parallèles  (  38 1  ) ,  on  peut  toujours  mener 
un  plan  par  la  première  et  la  seconde ,  un 
autre  par  celle-ci  et  la  troisième,  mais  ces  deux 
plans  ont^  en  commun,  la  seconde  per- 
pendiculaire et  la  droite  donnée  :  ils  ne  forment 
donc  qu'un  seul  et  même  plan  i  or  les  pro- 
jections des  points  sont  situées  dans  ce  plan 
et  sur  celui  de  projection  :  ils  sont  donc  dans 
l'intersection  des  deux  plans  1  ils  sont  donc 
en  ligne  droite. 

.  Tous  les  points  de  la  droite  CL  (  Fig,  66  )  ont 
donc  leurs  projections  situées  sur  la  même 
droite  OL  ;  cette  droite  OL  est  dite  là  projection 
de  CL  sur  OL.  Ainsi»  la  projection  d  une.droite 
sur  un  plan ,  c'est  la  droite  qui  passe  par  le6 
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pieds  de  toutes  les  perpendiculaires  abaissées 
des  points  de  la  droite  sur  le  plan. 

Lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan, 
sa  projection  se  i*éduit  à  un  point. 

La  projection  d'une  portion  de  droite  non 
parallèle  au  plan  est  donc  plus  petite  que  cette 
droite;  de  là  on  démontre  facilement  que  la 
projection  du  périmètre  d'un  polygone  est 
plus  petite  que  ce  périmètre;  il  en  est  de 
même  lorsque  le  polygone  devient  une  ligne 
courbe. 

384.  (^*^-  86.)  Si  trois  points  C,  K,  L, 
sont  situés  en  ligne  droite,  les  trois  points  sy* 
métriques  sont  (j,K%  L,  et  sont  aussi  en  ligne 
droite  ;  car ,  en  faisant  tourner  le  triangle  COL 
sur  OL  comme  charnière ,  il  est  évident  que 
GO  s'applique  sur  G'O ,  IK  sur  IK',  etc.  ;  donc 
les  points  G',  K',  L  sont  aussi  en  ligne  droite. 
Il  suit  de  là ,  i^  que  toute  droite  CL  a  pour 
symétrique  une  droite  G'L  ;  a<>  que  ces  deux 
droites  sont  égales  ;  3^  qu'elles  sont  également 
inclinées  sur  leur  commune  projection  OL. 

385.  (Fig.  87O  L'angle  CLO  que  fait  la 
droite  GL  avec  sa  projection  OL  sur  le  plan 
PQ  est  plus  petit  que  tout  autre  angle  CLN , 
qu'elle  tait  avec  une  droite  LN  menée  dans  le 
plan  PQ.  En  effet ,  prenei  LO ,  égal  à  LN ,  et 
soit  mené  GN  ,  les  triangles  GLN ,  GLO  ont  le 
côté  GL  en  commun;- le  côté  OL  est  égal  à 
LN  et  GN>  GO  (374)  :  donc  l'angle  GLN  est 
plus  grand  que  GLO. 

L'angle  aigu  GLO  est  donc  le  minimum  des 
angles  que  fait  Foblique  GL  avec  les  droites 
imenées  par  son  pied  dans  le  plan.  11  est  évi- 
dent que  l'angle  obtué  adjacent  GLS  est  le 
moar^mum  de^es  nngles. 
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386-  On  nomme  angle  cPune  droite  ai^ec 
un  plan  celui  qu'elle  forme  avec  saprojecfion 
sur  ce  plan  ;  il  est  le  même  que  l'augle  mini- 
mum. Cet  angle  est  nui  lorsque  la  droite  est 
dans  le  plan  ;  il  est  de  90°  lorsque  la  droite  est 
perpendiculaire  au  plan,  et  c'est  ce  qui  a 
donné  lieu  à  cette  dénomination. 

Une  droite  et  sa  symétrique  sont  également 
inclinées  sur  le  plan  de  symétrie. 

387.  [J^ig'  88.)  Si  une  droite  AB  située  hors 
du  plan  PQ  est  parallèle  à  CD  située  dans 
ce  plan,  AB  ne  pourra  jamais  i*encontrer  le 
plan  PQ  à  quelque  distance  qu'on  l'imagine 
prolonge.  En  effet ,  AB  et  CD  étant  dans  le 
même  plan ,  le  point  d'intersection  ,  s'il  existe , 
doit  se  trouver  dans  ce  plan  et  dans  le  plan 
PQ  :  il  est  donc  dans  l'intersection  CD  de  ces 
deux  plans.  La  ligne  AB  rencontrerait  sa  pa- 
rallèle .CD  ,  ce  qui  est  impossible  :  donc  cette 
intersection  du  plan  et  de  la  droite  AB  n'existe 
pas.  On  dit  alors  que  la  droite  est  parallèle 
au  plan,  et  vice  versa. 

^88.  {Fig.  88.  )  Si  une  droite  AB  étant  pa- 
rallèle au  plan  PQ ,  on  mène  par  cette  droite 
un  plan  quelconque  ABCD,  l'intersection  CD 
des  deux  plans  sera  pai*allèle  à  la  droite;  car 
elle  ne  peut  la  couper  sans  que  AB  ne  rencontre 
le  plan  ;  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition. 

089.  Si  par  deux  droites  parallèles  on  fait 
passer  deux  plans  qui  se  coupent ,  l'intersec- 
tion sera  parallèle  aux  droites.  En  effet,  par 
un  point  quelconque  pris  sur  l'intersection 
commune ,  concevons  une  parallèle  à  la  pre- 
mière xlroitç  :  elle  sera  située  dans  le  premier 
plan;  mais  comme  elle  est  aussi  parallèle  à  la 
deuxième  droite  (38») ,  e)le  %e  l9*ouv.çra  aussi 


v. 
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dans  le  deuxième  pian.  Elle  se  confond  donc 
avec  l'intersection  commune. 

390.  [Fig,  88.  )  CD,  CK ,  étant  deux  droites 
situées  dans  le  plan  PQ^  et  AB,  AL,  deux 
di*oites  hors  de  ce  plan ,  AB  étant  parallèle  à 
CD,  et  AL  à  GK,  le  plan  LAB  ne  pourra  ja- 
mais rencontrer  le  plan  PQ ,  à  quelque  distance 
qu'on  les  prolonge  ,  et  ces  àexxx plans  %ouï  àit& 
être  parallèles.  En  effets  Tin  tersection  des  deux 
plans,  si  elle  existait^  devrait  être  parallèle  à  la 
ibis  à  GK  et  à  GD  (389)  «  ^^  m^^  ^^^  impossible. 

391.  Les  angles  LAÎB ,  KCD  formés  par  des 
côtés  parallèles,  chacun  à  chacun,  sont 
égaux  s  ils  sont  tournés  dans  le  même  sens ,  ou 
bien  supplémentaii'es  s'ils  sont  tournés  en  sens 
opposé.  J?renez  AL  =  CK;  AB=:GD;  si  on 
mène  les  droites  AG>  LK,  la  figure  AGLK 
sera  un  parallélogramme ,  et  parla  même  raison 
la  figui*e  ABCD  est  aussi  un  parallélogramme  ; 
KL  et  DB  étant  parallèles  à  AG  sont  parallèles , 
de  plus  elles  sont  égales:  donc  la  figure  BLKD 
est  aussi  un  parallélogramme,  et  BL  =  DK. 
Par  conséquent  les  triangles  LAB ,  KCD ,  sont 
équilatéraux  entre  eux  et  égaux  :  donc  Tangle 
LAB=KCD. 

392.  Les  droites  GD ,  AL ,  n'étant  pas  dans 
un  même  plan,  si  par  un  point  G  pris  sur 
la  première  on  mène  une  parallèle  GK  à  la  se- 
conde, et  que  par  un  point  A  de  celle-ci  on 
mène  une  parallèle  AL  à  la  première,  les  deux 
angles  LAB  ,  KCD,  sont  constamment  égaux , 

Suelque  part  que  l'on  prenne  les  points  G  et  A. 
'est  cet  angle  constant  qui  mesure  l'inclinaison 
de  deux  droites  qui  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan  ;  on  obtient  aussi  cet  angle  en  menant  par 
un  point  quelconque  de  l'espace  une  paj^alK^ 

so 
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à  cLacune  de  ces  droites.  Ainsi ,  dans  \^Jig.  86 , 
les  deux  droites  CO,  TS,  sont  deux  droites  per- 
pendiculaires. On  conclut  de  ceci  que  deux 
droites  parallèles  sont  également  inclinées  sur 
une  troisième  droite  située  hors  de  leur 
plan  \  mais  la  réciproque  n'a  '  pas  lieu.  On 
démontre  facilement  que  par  deux  droites, 
non  situées  dans  un  même  plan  ,  on  ne  peut 
mener  qu'un  seul  système  de  deux  plans  paral- 
lèles. (Voir  Note  14.) 

393.  Deux  plans  parallèles  étant  coupés  par 
un  troisième ,  les  intersections  sont  parallèles , 
car  si  elles  se  rencontraient,  les  plans  se  rencon- 
treraient ;  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition, 

394.  {Fig.  88. }  De  là  on  déduit  que  lorsque 
deux  droites  AL,  GK^  sont  parallèles,  leurs 
projections  AB ,  CD,  sur  le  plan  PQ  sont  aussi 
parallèles.  En  effet,  soient  B  la  pi'ojection  du 
point  L  y  et  D  celle  du  point  K  ^  LB  et  KD , 
perpendiculaires  au  plan  PQ  ,  sont  parallèles  ; 
AL  et  GKsont  aussi  parallèles  par  hypothèse  : 
donc  les  plans  LAB,  KGD ,  sont  parallèles 
(390),  Or,  AB  et  CD  Sont  les  intersections 
de  ces  plans  avec  le  plan  PQ  :  donc  elles  sont 
parallèles  (893  ]. 

395.  Les  inclinaisons  LAB  ,  KCD,  des  deux 
droites  parallèles  sur  un  plan  sont  donc  égales  | 
la  récipmque  de  cette  proposition  n'a  pas  lieu. 

396.  Il  est  facile  aussi  de  démontrer  que  les 
symétriques  des  deux  droites  parallèles  sont 
aussi  parallèles  entre  elles. 

397.  Toutes  les  droites  {Jlg.iBb,  PI.  V) 
qui  partent  d'un  même  point  S  sont  coupées 
proportionnellement  par  des  plans  parallèles 
PQ,  SR  ;  caf  AB  et  A'B'  étant  paraKèles ,  Ton 
«SAvSFttSB:SB^  etc. 
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398.  Réciproquement,  si  les  points  A,  B, 
C,  D,  étant  dans  un  même  plan  ,  on  prolonge 

Eroportionnellement  les  lignes  SA,  SB  ,  SG, 
D,  les  points  A',  B',  C',D'  seront  dans  un 
même  plan  parallèle  au  plan  ABCD. 

Angles  dièdres* 

399.  {Fig.  89.)  Si  le  plan  LMAB  tourne 
autour  de  l'axe  fixe  AB,  chacun  des  points 
du  plan  décrira  un  cercle  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  Taxe  fixe,  qu'il  coupe  en  un 
point ,  qui  est  le  centre  du  cercle  (  870  ) ,  et 
tous  les  points  L ,  M ,  situés  sur  des  droites 
parallèles  à  l'axe  décrivent  dés  cercles  égaux. 
Supposons  le  plan  parvenu  dans  la  position 
L'BAM\  on  aura  BU  parallèle  à  AM\  et  l'an- 
de  L'BL  égal  à  l'angle  M'AM  (891  ) ,  et  l'arc 
LL'  égal  à  I  arc  MM'.  On  nomme  angle  dièdre 
{ dis ,  deux ,  edra ,  plan  )  l'écartement  angu- 
laire du  plan  de  sa  première  position  -,  si  cet 
écartement  augmente ,  si  le  plan  arrive  dans 
la  position  L"AM'' ,  et  si  on  a  de  plus  L''  L' 
=:  Lu ,  il  est  évident  que  l'angle  dièdre 
LBL'MAM'  pourra  entrer  exadtement  dans 
rangle  dièdre  L'BL"M'AM"  s  ces  deux  angles 
dièdres  sont  donc  égaux.  Si  l'arc  LU'  contenait 
trois  fois  l'arc  hV ,  on  pourrait  placer  trois 
angles  dièdres  tels  que  LM'  dans  l'angle  dièdre 
Lw'  ;  et  en  générât  les  angles  dièdres  sont  en- 
tre eux  dans  le  même  rapport  que  les  ares  LU, 
LU' ,  ou ,  ce  qui  revient  <Au  même ,  l'angle 
dièdre  croit  proportionnellement  à  l'angle 
LBU' ,  formé  par  les  intersections  des  deux 
plans  avec  un  plan  perpendiculaire  .à  leur 
intersection  commune. 
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4oo.  L'arc  LL'  peut  donc  servir  de  mesure 
à  l'angle  dièdre  ;  ainsi ,  lorsque  cet  ftrc  est  égal 
à  un  cadran ,  l'angle  dièdre  devient  rectangle , 
et  c'est  à  cet  angle  dièdre  qu'on  rapporte  tous 
les  autres.  Etant  donnés ,  par  exemple  ,  deux 
plans  dont  il  s'agit  de  mesurer  l'^cartement, 
on  mène  un  troisième  plan  perpendiculaire  à 
l'intersection  commune;  il  coupera  les  deux 
plans  suivant  deux  droites  ;  ce  qui  revient  à 
mener ,  par  un  point  quelconque  de  l'inter- 
section ,  deux  perpendiculaires  à  cette  ligne 
dans  les  deux  plans  ;  supposons  que  ces  droites 
fassent  entre  elles  un  angle  de  87°  ;  alors 
l'angle  dièdre  sera  de  87° ,  c'est-à-dire  que  cet 
angle  dièdre  est  contenu  dans  un  angle  dièdre 
rectangle  autant  de  fois  que  87  degrés  sont 
contenus  dans  90  degrés.  Deux  plans  sont 
perpendiculaires  f  lorsqu'ils  forment  entre 
eux  un  angle  droit. 

4oi.  Afin  d'éviter  la  confusion,  lorsqu'elle 
peut  avoir  lieu,  on  nomme  donc  angles 
plans  f  ceux  qui  sont  formés  par  deux  droi- 
tes. Les  angles  dièdres  se  mesurent  par  des 
angles  plans,  mais  ne  sont  pas  de  même  es- 
pèce que  ces  angles. 

Deux  plans  étant  suffisamment  prolongés  se 
coupent  en  formant  quatre  angles  dièdres  : 
deux  opposés  aigus  et  deux  opposés  obtus.  Il 
est  facile  de  démontrer  que  ,  1°  les  angles 
opposés  sont  égaux;  a®  la  somme  des  deux 
angles  adjacens  est  égale  à  deux  angles  droits  ; 
3^  la  somme  des  quatre  angles  est  égale  à 
quatre  angles  droits. 

Et  en  général ,  si ,  par  une  même  droite , 
on  fait  passer  tant  de  plans  qu'on  voudra , 
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ia  somme  des  angles  dièdres  est  toujours  égale 
à  quatre  angles  droits. 

402.  Si,  d'un  point  qoelconque  ,  on  abaisse 
deux  perpendiculaires  sur  deux  plans ,  Fannie 
formé  par  les  perpendiculaires  est  le  supplé- 
ment de  l'angle  formé  par  les  plans. 

403.  (Fig^  90.  )  Tout  plan  RS  passant  par 
une  droite  LM,  perpendiculaire  au  plan 
PQ  ,  est  perpendiculaire  à  ce  plan^  En  effet, 
menons  par  le  pied  h,  dans  le  plan  PQ ,  une 
perpendiculaire  LE  à  l'intersection  RT,  Tan- 
gle  MLE  est  droit ,  et  mesure  l'inclinaison  des 
deux  plans  PQ,  RS  (4oo)  \  donc  ces  plans  sont 
perpendiculaires. 

404.  (Fig,  90.  )  Le  plan  RS  étant  perpendi- 
culaire sur  PQ ,  si  on  élève  dans  le  plan  RS 
une  perpendiculaire  LM  sur  l'intersection  RT , 
elle  sera  aussi  perpendiculaire  au  plan.  Eu 
effet,  menons  LE  perpendiculaire  sur  RT, 
Tangfe  MLE ,  mesurant  l'inclinaison  des  deux 
plans ,  est  droit  par  hypothèse  »*^donc  ML  est 
a  la  fois  perpen<uculaire  sur  RT  et  sur  LF  ; 
donc,  etc.  (369). 

405.  Dans  la  même  supposition,  si,  par  un 
point  L  de  l'intersection ,  on  élève  une  perpen- 
diculaire au  plan  PQ ,  elle  sera  dans  le  plan 
RS  ;  car  elle  doit  co'àicîder  avec  la  droite  ML 
perpendiculaire  sur  RT:  sans  cette  coïnci^ 
dence ,  on  pourrait ,  par  le  même  point ,  élever 
deux  perpendiculaires  sur  un  plan ,  ce  qui  est 
impossible. 

406.  Deux  plans  perpendiculaires  à  un  troi- 
sième sont,  ou  parallèles,  ou  bien  se  coupent, 
suivant  uue  droite  perpendiculaire  à  un  troi- 
sième plan  \  car ,  élevant,  par  un  point  de  V 


%o 
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tersection ,  une  perpendiculaire  à  œ  troisième 
point  >  elle  devra  se  trouver  à  la  fois  dans  les 
deux  plans  perpendiculaires  (  4o5 }  ;  elle  se 
confond  donc  avec  Tintersection, commune. 

407.  [Fig.  88  a.)  Deux planii  parallèles BS  9 
PQ  ,  étant  coupés  par  un  troisième ,  on  a  » 
comme  pour  des  droites  parallèles  y  couples  par 
une  sécante,  i®  les  angles  «Itf  mes  *  internes 
égaux;  2^  les  angles  correspondans  égaux  ;  3<*  la 
somme  des  angles  intérieurs  égale  a  deux  an*' 
gles  droits:  cai*  les  intersections  AB  et  CD  étant 
parallèles  (SgS),  si  Ton  mène  un  quatrième  plan 
perpendiculaire  à  AB .  il  sei^a  àuasi  perpendi- 
culmre  sur  CD  (38i  ).  Soient  IKK',  Kt ,  K'L' 
les  intersections  de  ce  quatrième  plan  avec  les 
trois  ;  KL  et  KL'  sont  deux  droites  paral- 
lèles, coupées  par  la  sécante  IKK;  maisIKL, 
IKL'  mesurent  les  inclinaisons  du  plan  TY 
sut  BS  et  PQ  ;  donc ,  etc. 

La  réciproque  de  ces  propositions  n'a  pas 
lieu;  mais  on  en  conclut  que  deux  plans 
parallèles  à  un  troisième  sont  parallèles  entre 
eux. 

Par  un  point  donné  on  peut  mener  un 
plan  parallèle  à  un  plan  donné  ;  ce  plan  est 
unique. 

Par  un  point  donné  où  peut  toujotls  mener 
un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  ; 
ce  plan  est  unique. 

Par  un  point  donné  on  -peut  mener  une  in- 
finité de  plans  parallèles  à  une  droite  donnée. 

Par  une  droite  donnée  on  peut  toujours 
faire  passer  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan 
donné. 

Par  deux  droites ,  on  ne  peut  £adre  passer 
que  deux  plans  pai^allèles. 
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Deux  droites  formant  un  angle  drqit ,  on 
peut  faire  passer  par  l'une  un  plan  perpendi- 
culaire à  Tautre  ;  ce  plan  est  unique. 

408.  Quatre  plans  passant  par  la  roém^ 
droite  forment  un  faisceau  harmonique  i 
lorsque  le  produit  du  sinus  de  l'angle  moyen  , 
multiplié  par  le  sinus  de  l'angle  total ,  est  égal 
aux  Droduits  des  Mnus  des  angles  extrêmes. 
On  aémontre  facilement,  com&ie  on  à  fait 
{^3a  )  ,  que  tontes  les  droites  interceptées 
entre  ces  quatre  plans  sont  coupées  barmobi- 
q[nement. 

409.  JD'uâ  point  donné  S  partent  tant' de 
droiteà  qu'ôti  voudra  ;  6i  oti  prend  sur  la  pre- 
mière les  segmens  SA,  A9,  BG,  en  proportion 
harmonique  ;  de  même  sur  la  seconde  les  seg^ 
mens  SA\  A'B',  B'C,  et  ainsi  des  autres;  si 
les  points  A,  A',  Af','Af\  sont  dans  tin  plan, 
et  les  points  B  ,  B',  B",  B'",  aussi  dans  Un  se- 
cond plan  :  l«ft  point»  G,  C\  G",  C'y  seront  di^ns 
un  ti'oisième  plan»  et  les  trois  pians  passent 
par  la  même  droite (  c'est  une  cooséquence  im*- 
médiate  de  la  propoaiUén  précédente»      .  . 

Ces  trois  plans ,  et  le  quatrième  détermina 
par  la  droite  d'intersection  et  le  point  8,  for^ 
ment  un  fairsoeau  harmonique* 

Angles  solides. 

4 10.  Lorsqu'on  considère  trois  plans  relati- 
vement à  leur  position  mutuelle ,  il  peut  arri< 
ver,  1®  qu'ils  soient  parallèles  entre  eux,  aldrs 
il  n  y  a  aucune  intersection  ;  s^que  deux  soient 
parallèles ,  alors  il  y  a  deux  droites  d'intersec- 
tions parallèles  î  3^  que  les  plans  se  coup 


S38  MANUEL 

mais  les  trois  côtés  de  l'angle  solide  S  sei*ont 
aussi  perpendiculaires  aux  trois  plans  de  l'an** 
gle  S  (  4o6  }  ;  donc  on  aura 

a  supplément  de  A' 

b  B' 

c  C. 

L'angle  solide  S' est  dit  angle  supplèmen-^ 
taire  de  l'angle  S  :  les  angles  de  Fun  étant 
donnés ,  on  connaît  donc  aussi  les  angles  de 
l'autre. 

4i3.  Peoblèmb  XCI.  [Fig,  92.  )  Etant  don- 
nés les  angles  plans  a ,  b ,  c ,  a  un  angle  solide 
S ,  trouver  ,  par  une  construction  plane  ,  les 
trois  angles  dièdres  ? 

Solution,  Supposez  que  le  plan  PSR  (  a  ) 
tourne  autour  au  côté  PS  et  vienne  se  placer 
dans  le  plan  de  PSQ  (  ft  ) ,  et  QSR'  (  (?)  de  mê- 
me ',  prenez  SR  d'une  longueur  arbitraire ,  et 
faites  SR'  =  SR  ;  abaissez  sur  SP,  SQ  les  per- 
pendiculaires RC  ,  R'A ,  se  rencontrant  en 
I  ;  élevez  en  I  les  perpendiculaire  IL ,  IL' ,  et 
faites  CL  ==  CR 

AL'=AR'; 

l'angle  LGI  sera  l'angle  G  ou  rinclinaison  de 

a$ur  b, 
L'AI  Aon  b         c. 

En  effet ,  on  a ,  par  construction , 
LI^  =  CL» — CI2  =  CR'  —  CI'  =  SR»  —  SI»  5 
et  de  même 

L'X»  =.  AL^ — AP  =  AR»  —  AP  =  SR'»  —  SI2 1 
ôr      •  SR=SR'; 

donc  IL  =3:  IL'. 

Faisons  tourner  les  triangles  LIC  ,  L'IA  au- 
tour de  CI  et  de  AI ,  jusqu'à  ce  que  LI>  L'I 
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soient  perpendiculaires  au  plan  PSQ  ;   alors 
IL ,  IL  ,  coïncideront ,  et  l'on  aura 

étrangle     LSC»RSC 
LSA  =  R  SA, 

De  plus,  le  plan  liCI  étant  alors  perpendi- 
culaire sur  se,  l'angle  G  mesurera  rinclinaison 
de  a  sur  i  ;  et ,  par  la  même  raison  ,  Tangle  A 
mesurera  Tinclinaison  de  c  sur  6. 

Elevez  les  perpendiculaires  RG,  R'H  sur  RS 
et  R'S  5  faites 

BH  ;=;:;  HR' 

BG:=GR 

L'angle  GBH  ou  B  sera  rinclinaison  de  «i  sur 
c\  car,  faisant  tourner  les  triangles  SR'H, 
SRG,  autour  de  SH  et  de  SG ,  jusqu'à  ce  que 
^'  tombe  sur  Rç  dans  cette  position ,  le  plan 
GRH  est  perpendiculaire  sur  SR,et  l'angle 
GRH  =ac  GBH  mesure  rinclinaison  des  deux 
plans  a  et  c. 

4ï4-,  Pour  que  cette  oonstructioii  soit  pos- 
sible y  il  faut  que  1  on  ait  évidemment 

LC  ou  CR  >  CI 
L'AouAR'>AI. 

De  là  on  conclut  qu'on  doit  avoir 

angl€CSI<CSR 
ASI<  ASR', 

et  ainsi  ASI  +  CSI  «  CSA<  CSR+  ASR'. 

Ainsi,  pour  qu'un  angle  trièdiMj  soit  possible, 
il  faut  que  le  piui  grand  apgie  plan  soit  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres  j  que  Ton 

4i5^  JUes  tcianglie^XCI,  J^^Aldoaotot 
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.     _      LI      LI      SRsin.£i( 
sin.ti  =~r  = 


sln.  A=: 


CL      OR  LI 

LI     LI  LI 


d'où 


AL'~AR'"'SR'sin.  c' 
sin.  C      sin.  c 

siD.  A      sin.a 


Ainsi ,  dans  un  angle  trièdre  ,  les  sinus  des 
angles  plans  soi^t  entre  eux  comme  les  sinus  des 
angles  dièdres  opposés ,  et  de  là  on  conclut , 
i<*  qu'au  plus  grand  angle  dièdre  est  opposé  le 

Ï>lus  grand  angle  plan ,  et  vice  çersâ  \  2®  que 
orsque  les  angles  plans  sont  égaux ,  les  angles 
dièdres  opposés  sont  égaux,  et  uice  çersâ \ 
3°  lorsque  deux  angles  trièdres  ont  les  angles 
plans  égaux  chacun  à  chacun  ,  et  également 
disposés  ,  ils  sont  égaux  et  superposabies. 

4 16.  Paoblèmb  XCII.  Etant  donnés  les  trois 
angles  dièdres  A ,  B ,  G  ,  d'un  angle  trièdre  , 
trouver  les  angles  plans  par  une  construction 
plane? 

Solution,  Soient  a  ,  b,  c ,  les  angles  plans 
cherchés  j  dans  l'angle  solide  supplémeataire , 
vous  connaissez  les  trois  angles  plans  a',  b\  c'; 
car  a'=  1 80°  —  A,  V=:  1 8o«  — B,  d=^  1 80°  —  C 
(4 12),  d'après  le  problème  précédent,  cher- 
chez les  trois  angles  dièdres  A' ,  B' ,  C\  et  vous 
aurez  a  =  180^—  A' ,  6  =  180®  —  B',  c  = 
180° —  G  ;  ce  qu'il  fallait  trouver. 

417*  Dans  le  triangle  supplémentaire ,  Ton  a 
a'  <  6'  +  c/  ; 
d'où  i8o«  — .  A  <  i8o«  —  B  +  1800  -^  C 

i8a°^A<  36o*>-^B— C; 
d'où        B  +  C<i8o°+A. 
Ainsi  i  dans  un  angle  trièdre  ;  la  somme  des 
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deux  angles  dièdres  est  toujours  plus  petite 
aue  le  ti'oisième  angle  dièdre  augmenté  de  iSo**. 
On  a  aussi    A  +  G  <  iSo""  +  B 
A  +  B<i8o«  +  C5 
ajoutant  les  inégalités  ,  il  vient 

2A  +  îïB+2C<3.i8o«+A+B  +  C; 
tfoù     A+B  +  C<3.i8o\ 

Donc  dans  un  angle  trièdre ,  la  somme  de 
trois  angles  dièdres  est  toujours  plus  petite 
que  six  apgles  droits. 

4i8.  On  conclut  du  problème  précédent  y 
que  deux  angles  trièdres  sont  égaux  et  super- 
posableSy  lorsqu'ils  ont  les  angles  dièdres 
égaux  chacun  à  cbacun ,  et  également  disposés. 

419.  P&OBLÈMjB  XGIII.  {Fig*  92.)  Etant 
donnés  les  angles  plans  a  >  6  »  et  Tangle  dièdre 
compris  G  ,  trouver  l'angle  c  ? 

Solution,  De  R  rabattu  dans  le  plan  b, 
abaissez  la  perpendiculaire  RCI  \  faites  en 
G  l'angle  IGL  égal  à  l'angle  donné  G,  et 
prenez  GL=:GR^  abaissez  la  perpendiculaire 
LI  ;  du  point  I  ainsi  déterminé ,  abaissez  la 
perpendiculaire  lAR'  sur  SA ,  et  élevez  sur 
lA  la  perpendiculaire  IL'  égale  à  IL  ;  portez 
AL'  de  A  en  R  ;  menez  SR'  ;  l'angle  R'SA  sera 
l'angle  cherché  c. 

Pour  comprendre  cette  solution^  il  suffit  de 
relire  ceHe  du  problème  (4i^)* 

420.  Problème  XCIY.  Etant  donnés  les 
deux  angles  dièdres  A  et  B ,  et  Tangle  plan  c 
qui  leur  est  commun ,  construire  l'angle  G  ? 

Solution,  Au  moyen  du  triangle  supplémen- 
taire. 

42  !•  On  voit  au'on  peut  i^soudre  sttr  les 
angles   trièdres,  les  problèmes    analogues  ^ 
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sin.  a  sin.  c 

Faisonsât-Hft  +  c  =  2S,  il  vient 

.     ,  ,p_sin.(S— a)siD.(S  — c) 

siQ.    -ij — -  ■    ; 

siD.  /ïsin.c 


SIQ. 


v^- 


•  —  a)  sin.  (S  —  c) 


>^p*" 


Supposons      a  =  é  =  c  =  60®  ; 
alors  S  =  90® 

S  — «=3o» 

S  —  c  =  3o*  ; 


sin. 


V- 


siq.So^  i 

-— —  '         '  ■  ■  — —  Il  I  I  ■         — -  i.  sec  3o^  " 

2sin.3o°cos.3o''      acos.  3o®       '       *        ' 

sin.  ^B  =  0,5773502 
fB  =  35^I5' 
B  =  7o«.3o'; 
ou  par  logarithmes 
log.  sin.  7  B  =  log.  sec.  3o*»  —  log.  3 
log.  sec.  âo**  =  0,0624^94 
log.  2  =o,3oio3oo 

log.  sec.  f  £=0,7614394 —  I  = 

=  Iog.  sin.35*».i5'.32" 

B  =  7o«.3i'.44"=C=  A;COS.B=:i; 

-.      COS.  60** — COS.*  60** i 

car  COS.  B=: : _=f Is-jl    , 

sin. '60  I — i      ^* 

On  trouve  encore 


COS. 


V- 
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et  par  conséquent 

m        .!>       sin.  B 
sm.  {^  B  COS7B  =  '■^ = 

_  y/sin.  Ssin.  (S-— ^y)sin.  (S— c)  ' 


sin.  B  =s 


sin.izsin.c 


.     .    sm.asin.c 

de  là  on  peut  conclure  encore  que  les  kinus  des 
angles  plans  sont  proportion nelsFàux  sinus  deç 
angles  dièdres  opposés  (page  ^4^}^  •^(" 

4î^3 .  Traitant  de  même  r.ëi[{ual;lon  1 4  )  » 
p.  243 ,  on  en  tire 

.     ^    .  COS.  i (A+B 4-C) cosJ:( A+C-pB) 

Sm*  'rPT^  '  *"'  '  •  -  "^  n  1 

sm.  A  sm.  L 

Or,  A+C<i8o»+B(4i7), 

%d'où         A+C— B<i8o% 

t{A+C— BX900: 
donc        COS.  I  (A-J-C — B)  est  positif. 

11  faut  doncquecos.  7(A+B-)-C)  soit  né- 
gatif, ou  que  l'on  ait  f  (  A-|-B-j-C)>  90°: 
ou  A  +  B  +  C>i8oo, 

Ainsi ,  dans  un  angle  trièdre ,  la  somme  des 
angles  dièdres  est  plus  grande  que  deux  angles 
droits  y  et  moindre  que  six  (page  241  )• 

Faisons  A  +  B  +  C  =  2S' ,  il  vient 

COS. S' COS.  (S' — B) 


V 


sin.  A  sin.  G 

,         %      /  COS. 
COS.  r  o 


31* 
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.     ^      V^  —  COS.  S' COS.  { S' — A)  COS.  (S'— C) 

siD.  A  sin.  G 

On  peut  doDC  calculer  les  angles  plaos  loi*s- 
qu*OD  connaît  les  angles  dièdres. 

424*  Supposons  B  =  go^,  alors  l'angle  s^élève 
à  un  angle  dièdre  rectangle. 

On  a  de  plus  les  ëquatiptis  suivantes ,  jqui 
servent  11  repondre  à  toutes  liés  questions  qui 
ont  rapport  aux  trièdres  rectangle»  t 
COS.  B  s=?  o  a 

COS.  (ssscos.iS  cos.CjRstaiig»  Ataog.Gy 
sin.  a     sin.  c       .     . 

sin.  A      sin.  Il 

.  taog.  e  tang.  a 

°  un.  G  008.  â      sin.  A  cos.  c 

425.  (  Fig.  93.  )  On  peut  toujours  décom-» 
poser  un  an^lé  trièdre  en  deux  angles  trièdres 
rectangles.  En  effet,  supposons  que  les  angles 
RSP,  R'SQ ,  soient  dans  leur  position  vérita- 
ble où  elles  forment  un  angle  solide  avecPSQ  : 
alors  la  ligne  SI  sera  la  projection  de  5R 
ou  SR'  ;  et  le  plan  passant  par  SI ,  et  SR  étant 
perpendiculaire  au  plan  PSQ ,  divise  l'angle 
trièdre  en  deux  angles  trièdres  rectangles  ,  sa- 
voir :  SIR'Q  et  SIRP.  A  l'aide  de  cette  décom- 


qu  on  a  opéré  pour  le  même  cas  dans  les  trian- 
gles (page  190  );et  à  Taide  du  triangle  sup- 
pémentaire,  on  ramène  à  ce  même  pix)blème 
celui  où  Ton  connaît  un  angle  plan  et  deux  an- 
;les  dièdjes  adjacens. 


g 
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Angles  solides  polyèdres. 

436.  {Figure  gS. )  Lorsque  quatre  plans 
PSQ,  QSR,RST,  TSP,  n'ont  qu'un  seul  point 
S  en  commun ,  ils  forment  un  espace  angu- 
laire Qu'on  a  désigné  sous  \^  nom  w  angle  so- 
lide tétraèdre ;il  renferme  quatre  angles  plans, 
quatre  angles  dièdres ,  un  somi^et  S.,. et  qujat^a 
côtés  ou  ai'étes.  En  menant  le  plap,  diagonal 
SPR,on  décompose  Vangle  tétraèdre  en  deux 
angles  triëdres  ;  il  faut  trois  données  pour  dé- 
terminer un  dëk  ànglé^  tétraèdres ,  et  comme 
ils  ont  tin  angte  plat)  en  commun ,  il  né  filii'' 
dra  plus  que  deux  données  pour  détertâinef 
le  second'  angle  tétra^re  i'par  coti^ëquent  il 
font  cinq  données  pour  d^tei*niiner  un  angle 
tétraèdre.  Un  trièdre  péttt  présenter  nn  ah-^ 
gle  rentrant >  comme  dans  laj/?^.  gS  bis;  mais 
ce  cas-ci  se  ramène  facilement  a  celui  où- il  n'y 
a  pa^  d'anglea  rentrons^  Nous  ne  considérerons 
par  la  suite  que  des  angles  solides  convexes. 

4a7«  {Fig.  94.  )  On  nomme,  en  igénéNil  »  nn-* 
gle  solide  polyèdre  l'espace  ^angulaive  formé 
par  plusieurs  angles  plans ,  qui  se  réunissent  en 
un  même  point  S  ;  dans.U^ig'*  94  ^^  ^^^^  ^^ 
réunion  de  cinq  plans,  qui  forment  un  angle 
pentaèdre  :  iU  ^-enferinent  cinq  angles  plans, 
autant  d's^ngles  dièdres  >  tin  angle  pentaèdre 
au  somtnet,  dnq  côtés  ou  arêtes,  et  il  faut 
34*3  =  5  données  pour  le  déteriiiiner  ;  en  gé^ 
néral  nn  angle  solide,  formé  de  n  angles  plans , 
est  déterminé  par 

3+2  (w — 3)  =  3+271 — 6=271 — 3  données. 

4^8.  {Fig.  94*  )  Menons  un  plan  quelconque 
PQRUT;  coupant  les  faces  de  l'angle  solir' 
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suivant  les  droites  PQ,  QR,  RU,  UT,  TP, 
dont  la  réunion  forme  le  polygone  PQRUT,  on 
aura  un  espace  fermé,  coniposé  de  Tangie  S 
et  des  angles  trièdres  P ,  Q,  K,  U ,  T;  ces  cinq  v 
angles' solides  sont  formés  par  vingt  angles 
plans^  par  les  quinze  angles  dles  triangles  et  lès 
cinq  du  polygone  ;  or  les  angles  des  triangles 
pris  ensemble  valent  dix  angles  droits  ;  ceux 
du  polygone  pris  ensemble  ne  valent  que 
lo — 4==^  angles  droits,  ou  quatre  angles  droits 
de  moins  mais  dans  l'angle  trièdre  Û  Ton  a 

SUT+3UR>IlUT(4i4)5..  : 
et  iJie  même  dans  le&  autres  trièdres*  Par  con- 
séquent j  dan^  les  triangles  ,.la  somme  des  an- 
gles adjacens  aux  bases  PQ,  QB»  Ri/,  !U]>,TU., 
est  plus  grande  qt^te  la  somme  des  aDgleai.du 
polygone.  Il  faut  doçc  que  la  somme  des  angles 
plans  réunis  autour  de  S  soit  plus  petite  que 
quatre,  angles  droits* 

Soit  en  général  m  la  somme  des  angles  ati 
sommet;  p  la  somme  des  angles  à  la  base  ,-  q 
la  somme  des- angles,  du  polygone,  on  ajarfn 

m  '\-p  ^-  gr  =s±  4  angles  droits , 

ou  ,   i»=4*f — P^9t 

mais  p^q  :  donc  m  <[  4  angles  droits. 

429.   Si  d'un  point  quelconque  dans  l'es- 
pace on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
faces  d'un  angle  sdliae,  composé  de  n  plans, 
on  formera  un  angle  solide   supplémentaire 
(  p.  237  ).  Soient  ci  y  h\c\  d^  les  angles  plans 
de  cet  angle  solide,  on  aura  donc 
^  4.  y  J^ c'  +  ^'  +  •:•  <tx. i8o«  ( 428  )  , 
ou  bien. 
i8o«— A4-i8o— ^-l-««'^*»— C+..,<a.i8o, 
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/l.   l8o«— A— B  — C— 'D  +  ...<'2.l8o, 

A+B+C+D  +  ...>(7i— 2)  i8o. 
La  somme  des  angles  dièdres  d*un  angle 
^ide  convexe  est  donc  toujours  plus  grande 
que  deux  angles  droits  et  plus  petite  que  six 
angles  droits  répétés  chacun  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux. 
Lorsaue  ji  =:  3 ,  alors  A  +  B  +  C  ^  i8o  ;  ce 
qui  s  accorde  avec  ce  qui  a  été  trouvé  ci-dessus 

(423). 

Polyèdres  ;  pyramides. 

430.  On  nomme  en  général  un  solide  ,  tout 
espace  fermé  par  des  surfaces  ;  lorsque  ces  sur- 
faces sont  planes,  le  solide  prend  le  nom  de 
polyèdre.  Les  intersections  de  ces  plans  forment 
les  arêtes  du  polyèdre  ;  Tensemule  des  arêtes 
situées  dans  le  même  plan  sont  les  face?,  et  le 
polyèdre  est  cont^exe  lorsqu'une  quelconque 
de  ses  faces  étant  prolongée ,  laisse  tous  les 
sommets  d'un  même  côté.  Nous  ne  considé- 
rerons que  des  polyèdres  convexes. 

43 1.  Par  quatre  sommets  non  situés  dans 
un  même  plan  S  ,  P  ,  Q ,  K ,  on  ne  peut  faire 
passer  qu'un  seul  polyèdre  SPQR  ;  il  suffit  de 
mener  des  plans  par  les  sommets  pris  trois  à 
trois.  Ce  polyèdre ,  le  plus  simple  de  tous  , 
se  nomme  tétraèdre  i  il  renferme  quatre  faces 
triangulaires  ,  quatre  angles  solides  trièdres , 
douze  angles  dièdres,  douze  angles  plans,  six 
arêtes.  ^ 

Soient  maintenant  donnés  cinq  sommets; 
en  les  prenant  trois  à  trois  on  pourra  mener 
dix  plans  ;  soient  A  ,  B,  C  >  D,  £  ,  ces  cinq 
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face ,  tous  les  points  de  cette  dix)ite  sont 
également  éloignés  des  sommets  P^Q^R 
(377);  de  même  la  pei'pendiculaire  élevée 
par  le  centre  du  triangle  SQR  sur  ce  plan. 
Or,  ces  deux  perpendiculaires  sont  dans 
le  plan  passant  par  le  milieu  de  QR ,  per- 
pendiculairement à  cette  arête  ;  Tintersec- 
tion  des  deux  perpendiculaires  donne  donc 
un  point  également  éloigné  des  quatre  som- 
mets P ,  Q ,  R ,  S.  On  peut  faire  la  même 
construction  sur  chaque  face  :  donc  les  quatre 
perpendiculaires  passent  par  le  même  point  ; 
c*ést  aussi  celui  par  lequel. passent  les  six  plans 
juenés  par  les  milieux  des  arêtes  respective- 
ment perpendiculaires  à  ces  arêtes»  Ce  point 
peut  se  trouver  soit  dans  l'inférieur,  soit 
sur  une  face ,  soit  hors  de  la  pyramide. 

435.  On  démontre  que  les  quatre  draites 
qui  joignent  deux  à  deux  les  milieux  des  arêtes 
non  situées  dans  le  même  plan,  passent  par  un 
seul  et  même  point. 

436.  {Fig.  94.)  Il  eiûste  cinq  points ,  dont 
un  intérieur  et  quatre  extérieurs ,  également 
éloignés  des  faces  du  tétraèdre.  Menez  par  les 
ai  êtes  PQ,  QR,  RP,  des  plans  qui  divisent  res- 
pectivement en  deux  parties  égales  les  trois 
angles  dièdres  formés  pai*. 

I^QS ,  QRS ,  PRS ,  avec  PR.Q , 
le  pbiqt  de  rencontre  ,de  ces  trois  plans ,  situé 
dA^S.rintérleûr  de.U  jpyramide,  sera  évidem- 
ment à  égale  distance  oes  quatre  faces. 

Op  pourra  faire  la  même  construction  sur 
Içs  an(ji'es  arêtes  :  on  obtient,  donc  encoi*e  six 
pians  qui  passant  par  le  même  point. 

Si  on  mène  pai-  le^.firêtes  PQ,  QR,  RP,  des 
plauji  ,qiii  divisent  en,  dç^)^  p^ti^ségajies  les 


DE   GÉOMBTfilE.  253 

aDgIes  adjacens  aux  angles  dièdres  internes, 
leur  intersection  commune  donnera  un  second 
point  situé  hors  de  la  pyramide ,  et  qui  sera 
également  éloigné  des  quatre  faces.  On  peut 
fairç  une  construction  analogue  sur  chaque 
face  ;  ce  qui  fournit  quatre  points  extérieurs. 

Polyèdres  symétriques, 

437.  (  Figure  g^a,  )  SPQR  étant  un  tétraè- 
dre ,  soit  S  le  point  symétrique  du  sommet 
S ,  par  rapport  à  la  base  PQR ,  de  sorte 
que  SO  =  OS',  O  étant  la  projection  de  S  et 
de  S'  sur  la  base ,  le  tétraèdre  qui  a  pour  som- 
mets les  quatre  points  S',  P,  Q ,  R  est  symétrique 
au  premier.  Les  arêtes,  les  angles  plans,  les 
angles  dièdres  sont  égaux  ;  mais  on  ne  peut  pas 
superposer  les  deux  solides  (p.  4^  i  )• 

(  Fig.  g4  a»  )  Toutefois ,  si  la  base  PQR  est 
isocèle ,  si  Ton  a  PQ  =  QR ,  et  si  l'arête  SQ 
est  perpendiculaire  à  la  base,  de  sorte  que  O 
tombe  en  Q,  alors  la  pyramide  symétrique 
S' PQR  est  évidemment  égale  et  superposable 
à  la  pyramide  SPQR. 

{Fig,  94  O"  )  Si  les  trois  arêtes  SP ,  SQ ,  SR 
sont  égales ,  le  point  O  étant  alors  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à  PQR,  les  rayons  OP,  OQ, 
OR  sont  égaux  :  d'où  ,  d'après  ce  qui  précède , 
les  pyramides  SOPQ,  SOQR,  SOPR  sont  res- 
pectivement égales  et  superposables  à  leurs  py- 
ramides symétriques  S'OPQ,  S'OQR,  S'OPR. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  quoique  les  pyramides 
totales  SOPQ  ,  S'OPQ  ne  puissent  se  super- 
poser ,  on  peut  les  décomposer  chacune  en  trois 
pyramides  partielles,  qui  sont  superposables. 
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438.  {Fig,  95.)  Plaçons  tnaibtenatit  le  té- 
traèdre SPQR  dans  une  position  quelconque 
par  rapport  au  plan  de  symétrie  MN,  la  pyra- 
mide symétrique  P'Q'R'S'  aura  ses  arêtes ,  ses 
angles  plans  ^  ses  angles  dièdres  égaux  à  ceux 
qui  lui  correspondent  dans  la  {pyramide  PQRS  ; 
mais  les  parties  égales  ne  sont  pas  disposées 
de  la  même  manière  :  cette  pyramide  symé- 
trique sera  égale  ,  avec  superposition ,  à  la  py- 
ramide symétrique  de  \^  figure  94. 

439.  {Fig.  95.)  Le  milieu  de  TarêtePS  étant 
symétrique   au    milieu    de   Tarête    P'S',  les 

f)lans  qui  passent  par  ces  milieux  perpendicu- 
airement  aux  arêtes  sont  aussi  symétriques  $ 
il  en  est  de  même  pour  une  autre  arête  :  donc 
le  point  I  de  rencontre  de  ces  plans  dans  la 
pyramide  PQRS  sera  symétrique  au  point  I' 
de  rencontre  dans  la  pyramide  P,  Q',  ft',  S' 
{ 385  ) ,  et  le  point  1  sera  également  éloigné 
des  quatres  sommets  P,  Q ,  R ,  S ,  et  le  point 
V  des  quati-e  sommets  P',  Q',  R',  S'.  La  pyra- 
mide PQRS   peut  être  décomposée  dans  les 
quatre  pyramides  IQRP,  IQPS ,  IRPS ,  IQRS, 
ayant  chacune  trois  faces  isocèles  ;  là  pyra- 
mide P'Q'R'S'  peut  se  décomposer  dans  les 
quatre  pyramities  symétriques  analogues  et 
au^si  à  faces  isocèles:   donc  (437)  deux  py- 
ramides symétriques  quelconques  peuvent  se 
décomposer  chacune  en  neuf  pyramides  ^ales 
chacune  à  chacune  et  superposables. 

Lorsque  le  point  I  tombe  hors  de  la  pyra- 
mide ,  la  pyramide  totale  t^%  égale  à  la  somme 
de  trois  pyramides  partielles,  moins  la  qua- 
trième;, la  même  décomposition  ayant  lieu 
dans  les  deux  pyramides ,  les  conclusions  du 
»">  4^7  lestent  les  mêmes, 
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44o*  (Fig,  95.  )  Si  les  quatre  points  R,  P,  Q,  S 
sont  dans  un  même  plan ,  leurs  symétriques 
W,  P\  Q\  S' sont  aussi  dans  un  même  plan  ;  car 
Ton  a  angle       FS'Q'=PSQ,, 

FS'R'=^PSR, 
R'S'Q'=RSQ, 
Or,  PSQ=PSR4rRSPî 

donc  anssî  P'S'Q'=FS'R'+R'S'F. 

Les  trois  drotles  ST',  S'R',  S'Q'  sont  donc 
dans  un  même  plan  ;  car  si  elles  étaient  les 
côtés  d'un  angle  solide  >  on  aurait 

PS'Q'<FS'R'+R'S'F  (4i4). 
Par  conséquent ,  étant  donnés  tant  de  points 
qu'on  voudra  situés  dans  un  même  plan,  leurs 
symétriques  sont  aussi  dans  un  même  plan.  En 
effets  soient  A ,  B ,  G ,  D ,  E  des  points  situés 
dans  un  même  plan,  et  A',B',  G',  J)',  £' leurs  sy- 
métriques ,  d'après  ce  qui  précède ,  A',  B',  G',  D' 
sont  dans  un  même  plan  ;  il  en  est  de  même  des 
points  B',  G',  D'y  E';  mais  ces  deux  plans  ont  en 
commua  les  trois  points  B',  G',  D ,  donc  ils  ne 
font  qu'un  seul  et  même  plan ,  et  ainsi  de  suite. 

44 1.  {Fig.  96.)  Les  pyramides  S' A'B'G'iy, 
S ABGD ,  dont  les  sommets  sont  symétriaues , 
ont  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune ,  égale- 
ment inclinées,  mais  non  également  disposées.  ' 
En"€fFet,  puisque  les  points  A,  B,  G,  D,  E 
sont  dans  un  même  plan,  les  symétriques 
sont  aussi  les  sommets  d'un  polygone  plan 
A'B'C'D'E'  (44<))*  l^^s  pyramides  triangulaires 
S'B^G'D',  SBGJD  étant  symétriques ,  leurs  faces 
sont  égales  et  également  inclinées  :  donc  Tin- 
clinaison  de  S'B'G'  sur  S'B'D'  est  égale  à  celle 
de  SBG  sur  SBD.  Les  pyramides  B'A'B'D'  e* 
SABD  étant  symétriques,  l'inclinaison  de  S'B'" 
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sur  S'B'A'  est  égale  à  celle  de  SBD  sur  SBA  : 
donc  rinclinaison  de  S'B'C  sur  S'B'A'  est  égale 
à  celle  de  SBC  sur  SBA,  et  ainsi  de  suite. 

On  prouve  comme  en  4^9  que  les  deux 
pyramides  peuvent  se  décomposer  en  un  même 
nombre  de  pyramides  à  faces  isocèles ,  égales 
chacune  à  chacune. 

442.  Denj.  poljredres  sont  symétriques  \orS'- 
qu'ils  peuvent  être  placés  dans  une  position 
telle ,  que  leurs  sommets  soient  symétriques  par 
rapport  à  un  même  plan. 

443*  Deux  polyèdres  symétriques  ont  des 
faces  homologues  égales  chacune  à  chacune  , 
et  également  inclinées.  Supposons  les  deux 
polyèdres  placés  dans  la  position  où  leurs 
sommets  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
plan  de  symétrie  ;  prenez  un  point  quelconqlie 
dans  l'intérieur  du  premier  polyèdre ,  et  son 
symétrique  dans  l'intérieur  du  second  ;  chacun 
de  ces  polyèdres  peut  être  décomposé  en  au- 
tant de  pyramides  qu'il  a  de  faces  ,  ayant  cha- 
cune pour  sommet  le  point  pris  dans  son  in- 
térieur :  toutes  ces  pyramides  sont  symétriques 
respectivement  :  donc  leurs  faces  homologues 
sont  égales  (44^  )î  or,  les  bases  de  ces  pyra- 
mides sont  les  faces  des  polyèdres  :  donc  ces 
faces  sont  égales. 

On  démontre  comme  en  44'  q^^  ^^^  faces 
sont  également  inclinées ,  etc. 

444*  ^^^  deux  polyèdres  symétriques ,  quoi- 
que ne  pouvant ,  généralement  parlant ,  se 
superposer ,  peuvent  être  décomposés  en  un 
certain  nombre  de  pyramides  triangulaires 
$uperposables^ 


I 

DE   GÉOMÉTRIE.  257 

Polyèdres  semblables, 

445.  (  Fig.  97  ).  Deux  tétraèdres  ABÇD , 
a,  b ,  c,  d  sont  semblables  ,  lorsqu'ils  ont 
deux  faces  ABC^  AJBD  semblables  aux  faces 
abc,  abd,  également  inclinées  et  sembla- 
blement  placées. 

Ainsi  deux  tétraèdres  symétriques  ne  sont 
pas  semblables. 

44^-  On  conclut  de  cette  définition  que 
deux,  tétraèdres  semblables  ont  toutes  leurs 
faces  homologues  semblables  ,  également  in- 
clinées ,  ^semblablement  placées ,  et  les  angles 
solides  homologues  égaux. 

Les  triangles  ABC  ,  abc  étant  semblables, 
ainsi  que  les  triano^les  ABD  ,  abd , 
Ton  a         angle  AdG  =  angle  a 6c 
angle  ABD  =  angle  abd. 

Donc  Tangle  solide  B  est  égal  à  l'angle  so- 
lide b  ;  car  ces  deux  angles  solides  sont  formés 
par  deux  angles  plans  égaux  et  également  in-> 
clinés  :  donc  angle  CBI)  =  an^le  cbd-,  mais 
les  mêmes  triangles  semblables  fournissent 
aussi  la  proportion 

ABiab'CBicb 
AB'- ab  ::  CD:  cdi 
d'où  Ch:cb  iiCU.cd. 

Les  deux  triangles  GBD ,  cbd,  sont  donc 
semblables ,  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels. 

On  démontre  de  la  même  manière  la  simi- 
litude des  faces  ACD  ,  acd:  donc  l'angle  so- 
lide D  est  égal  à  l'angle  solide  d ,  et  l'angle 
solide  A  à  l'angle  solide  a. 

447'  Deux  tétraèdres   qui  ont    trois    f? 
semblables ,  chacune  à  chacune ,  et  sem 

2  2* 
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blement  disposées ,  sont  semblables  ;  car  les 
triangles  ABC ,  ABD  ,  CBD  étant  respective- 
ment semblables  aux  triangles  abc,  abd,  cbd, 
les  triangles  qui  forment  l'angle  solide  b  sont 
égaux  aux  trois  «angles  plans  que  forment 
Tangle  solide  b  ;  donc  ces  plans  sont  également 
inclinés ,  etc. 

44^-  Bans  deux  tétraèdres  semblables ,  on 
nomme  'arêtes  homologues ,  celles  qui  réu- 
nissent des  sommets  d^ngles  solidies  égaux: 
ces  arêtes  sont  proportionnelles,  et  récipro- 
quement, deux  pyramides  triangulaires  sont 
semblables  y  lorsqu'elles  ont  les  côtés  homo- 
logues proportionnels. 

lies  hauteurs  abaissées  des  sommets  homo- 
logues sont  proportionnelles  aux  arêtes. 

Les  arêtes  homologues  forment  des  ançles 
égaux  avec  les  faces  homologues. 

449*  Deux  tétraèdres  semblables  peuvent 
être  placés  de  manière  que  deux  faces  homo- 
logues aient  leurs  arêtes  homologues  paral- 
lèles ,  et  alors  les  deux  autres  faces  sont 
aussi  parallèles  ;  dans  cette  position  ,  les 
quatre  droites  qui  joignent  les  sommets  homo- 
logues se  réunissent  en  un  point  qu'on 
nomme  centre  de  similitude  ,  et  tout  plan  qui 
passe  par  le  centi^  de  similitude  retrandie 
deux  tétraèdres  semblables. 

45o.  Deus  polyèdres  sont  semblables  , 
lorsque  les  sommets  homologues  sont  déter- 
mines par  des  tétraèdi^es  semblables  et  sem- 
blablemeut  placés. 

Soient  (Jig.  98)  A ,  B  ,  C  ,  D ,  quatre  som- 
mets d'un  polyèdre,  a,  b  ,  c,  d,  les  quatre 
sommets  homologues  d'un  polyèdre  sembla- 
ble }  EFG     -    ''    -    «tant  des  triangles  sem- 
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blables ,  il  faut  que  les  pyramides  AEFG , 
aefg,  BEFG,  defg.CEFG,  ce/g,  soient 
respectivement  semblables;  les  points  A,  a, 
fi,  b ,  sont  homologues;  et  l'on  nomme  arêtes 
homologues  et  diagonales  homologues,  les 
/  droites  qui  réunissent  deux  sommets  homo- 
logues. 

Deuj:  polyèdres  symétriques  ne  sont  pas  sem- 
blables ,  généralement  parlant. 

45 1,  (Fig»  98.)  Dans  deux  polyèdres  sem*- 
blables,  i^  les  arêtes  et  les  diagonales  ho- 
mologues sont  proportionnelles  ;  3°  les  faeas 
homologues  sont  semblables;  3°  les  luigles 
dièdres  homologues  sont  égaux  ;  4°  les  angles 
solides  sont  égaux;  5°  les  arêtes  homolpguessont 
également  inclinées  sur  des  faces  bomolc^es. 

En  effets  les  inclinaisons  de  AFGetdeDFG 
sur  EFG  sont  égales  aux  inclinaisons  de  afg 
et  dQdfgaixre/g:donc  Tanglfi  dièdre,  formé 
par  AFGr  et  DFG,  est  égal  à  celui  que  fondent 
les  plans  afg  et  dj^g  ;  par  conséquent  les  té- 
traèdres AGFD,  agfd,  sont  seoiblaUes^ 
comme  étant  formés  par  deux  triangles  sem- 
blables et  également  in^^linés  :  on  4  doAC 

ADî  adi-  FG  i/g', 
on  aura  de  même  BD  :  bd:i  FG  i/g ; 
donc  ADiad'- iBB ''bdîi 

BG  ibc  iî  AB  iab  : 

Donc  les  arêtes  «t  les  diagonales  homolo- 
^çiies  sont  proportionoelles. 

Les  triangles  ABD  ,  ABC  ,  BGD ,  sont  res- 
pectivement semblables  aux  triangles  abd, 
abc  ,  bcd  :  donc  si  les  sommets  A ,  B ,  G  ,  D , 
sont  dans  un  même  plan ,  on  prouve ,  comme 
au  numéro  44^ >  q^^  ^^^  quatre  sommets  ho- 
zHologues  a,  b ,  c ,  d ,  sont  aussi  dans  ' 
même  plan;  donc  les  faces  homologues 
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semblables ,  puisqu'elles  sont  formées  d'un 
même  nombre  de  trian^^les  semblables  et  sem- 
blablement  disposés  ;  soit  AB  une  arête  com- 
mune à  deux  faces  voisines  ABC  ,  ABD  ;  le  té- 
traèdre formé  par  ABGD  sera  semblable  au 
tétraèdre  homologue  formé  par  ahcd,  puis- 
que leurs  faces  sont  semblables  :  donc  l'in- 
clinaison de  ABC  sur  ABD  est  égale  à  celle  de 
abcsuv  ahdy  etc.  On  peut  donc  aussi,  par 
des  sections  homologues,  décomposer  les 
deux  polyèdres  en  un  même  nombre  de  py- 
ramides semblables  chacune  à  chacune. 

452. Deux  polyèdres  semblablespeuvent  tou- 
jours être  placés  de  manière  que  toutes  les 
laces  homologues  deviennent  parallèles  :  dans 
cette  position ,  les  droites  qui  joignent  les 
sommets  homologues  se  réunissent  en  un 
même  point ,  nommé  centre  de  similitude. 

Toute  droite  menée  par  ce  point  est  coupée 
proportionnellement. 

Il  est  facile  de  démontrer  que ,  lorsque 
trois  polyèdres  semblables  sont  placés  dans 
la  position  parallèle ,  les  ti'ois  centres  de  simi- 
litude qu'on  obtient  en  les  comparant  deux 
à  deux ,  sont  placés  sur  la  même  droite. 

Polyèdres;  Prismes, 

453.  (  Fig.  99.  )  Le  prisme  est  un  polyèdre 
engendré  par  le  mouvement  d'une  droite 
AA,  qui  reste  toujours, parallèle  à  elle-même 
et  qui  est  assujettie  à  suivre  le  contour  d'un 
polygone  donné  ABCDEF  ;  il  est  évident  que 
tous  les  points  de  la  droite  mobile  décrivent 
des  polygones  égaux  et  parallèles  à  celui  qui 
dirige  le  mouvement;  on  iioiumo  base  du 
prisme  y    les     '  ^ues    ABCDEF.» 
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A'^B'C'D'ET'  qui  le  terminent  ;  les  autres  fa- 
ces ABA'B' ,  BCB'C ,  etc. ,  sont  des  parallélo- 
grammes. La  hauteur  du  prisme  ,  c'est  la  dis- 
tance des  deux  bases  ;  elle  est ,  généralement 
parlant,  plus  petiteque  l'arête  AA'. 

Un  prisme'^cst  donc  entièrement  déterminé 
lorsqu'on  connaît,  i^  la  base;  2°  une  arête 
A  A' ,  de  longueur  et  de  direction. 

he prisme  est  triangulaire ,  lorsque  la  base 
est  un  trian£];le  ;  g uaar angulaire ,  lorsque  la 
bas'e  est  quadrilatère. 

454-  Lie  prisme,  est  droit,  lorsque  l'arête 
est  perpendiculaire  à  la  base  :  dans  ce  cas ,  la 
hauteur  est  égale  à  l'arête. 

455.  (  jF7g".  100.  )  Vu parallélipipede  est  uu 
prisme  qui  a  pour  base  un  parallélogramme. 
Dans  ce  cas  ,  le  prisme  est  entièrement  formé 
de  parallélogrammes  ;  et  on  peut  considérer 
comme  bases  deux  faces  opposées  quelconques. 
ILe  parallélipipede  est  droit,  lorsque  Tavête 
AA  est  perpendiculaire  à  la  base  ;  il  est  rec- 
tangle ,  lorsqu'étant  droit ,  il  a  en  même 
temps  un  rectangle  pour  base  :  ainsi ,  toutes 
les  faces  d'un  parallélipipede  rectangle  sont 
des  rectangles. 

{I^ig.  101  bis.)  Un  cube  est  le  parallélipipede 
rectangle  qui  a  pour  base  un  carré ,  et  dont 
la  hauteur  A  A'  est  égale  au  côté  du  carré  : 
ainsi ,  les  six  faces  du  cube  sont  des  carrés 
égaux. 

456.  Tout  plan  mené  parallèlement  à  la 
base  d'un  prisme  y  fait  une  section  égale  à  la 
base. 

Tout  plan  mené  parallèlement  à  une  arête 
coupe  le  prisme ,  suivant  un  parallélogramme 
dont  deux  côtés  sont  parallèles  à  l'arête. 


«/, 
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457.  (Fig.  100.)  Le  plan  diagonal  BDITD' 
divise  le  parailélipipède  en  deux  prismes^  trian- 
gulaires ABDA'B'D',  BCDB'C'D',  qui  sont 
symétriques  l'un  de  Tautt^e.  En  effet,  prolon- 
geons les  trois  arêtes  de  l'angle  solide  A,  et 
faisons  AB"  =  AB ,  AD"  =  AD,  AA'"  =  A  A'  ; 
et ,  construisant  le  prisme  triangulaire  AD'' 
B"A"D 'B'",  il  sera  symétrioue  au  prisme  tri- 
angulaire qui  a  pour  base  ABD  (  4<  O  >  et  il 
est  évidemment  égal  à  celui  qui  a  pour  base 
BDC:  donc  ces  deux  prismes  sont  symétriques. 

Aires  des  polyèdres» 

433.  L'aire  d^ un  polyèdre  ^  c'est  la  somme 
des  aires  de  ses  faces;  ainsi  cette  évaluation 
n'est  ^sujette  à  aucune  difficulté  ;  toutefois  , 
dans  quelques  cas  particuliers,  on  obtient 
cette  aire  plus  facilement  que  par  cette  mé- 
thode générale. 

459.  L'aire  d'un  prisme ,  les  bases  non  com- 
prises ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  la  sur- 

jace  convexe  d  un  prisme ,  est  égale  au  péri- 
mètre de  la  section  faite  perpendiculairement 
à  une  arête ,  multiplié  par  cette  arête. 

Et  la  surface  convexe  d'un  prisme  droit 
est  égal  au  périmètre  de  la  base  multiplié  par 
la  hauteur. , 

L'aire  d'une  pyramide  régulière ,  la  base 
non  comprise ,  est  égale  au  périmètre  de  la 
base ,  multiplié  par  la  demi-hauteur  d'une  des 
faces. 

Volumes  des  polyèdres , 

460.  On  appelle  mètre  cube  le  cube  dont 
le  côté  est  égal  au  mètre  \  on  le  nomme  aufisi 
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unité  de  volume  :  cette  dénomination  convient 
en  général  au  cube  qui  a  pour  côté  Tunité 
linéaire. 

Le  polume  cPun  solide  ,  c'est  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  le  mètre  .cube,  ou  en 
général,  combien  de  fois  l'unité  de  volume 
est  renfermée  dans  ce  solide  j  c'est  ce  qu'on 
nomme  aussi  la  solidité  d'un  solide. 

Solides  équivalens, 

46  !•  Deux  solides  sont  équivalens  ,\ovs^ 
qu'ils  ont  le  même  volume  ou  la  même  solidité. 
Il  est  évident  que  deux  solides  égaux  sont 
toujours  équivaleus  ;  mais  la  réciproque  n'a 
pas  lieu. 

462.  Deux  polyèdres  symétriques  sont  équi- 
valens»  car  on  peut  les  décomposer  chacun  en 
un  même  nombre  de  pyramides  égales ,  cha- 
cune à  chacune  (444  )• 

463.  [Fig,  100.)  Le  plan  diagonal  BDB'D' 
partage  le  parallélipipède  en  deux  prismes  tri- 
an^^ulaires  équivalens ,  car  ils  sont  symétriques 
(457  )  :  donc,  chaque  prisme  est  la  moitié  du 
parallépipède. 

464.  [Fig-  loï.  )  Si  deux  parallélipipèdes 
AF ,  AL ,  ont  la  même  base  ABCD ,  et  les 
bases  supérieures  EFGA ,  KLMN ,  renfermées 
entre  les  mêmes  parallèles  EFKL  ,  GHMN  , 
ils  sont  équivalens  ;  caries  faces  BDFH,  BDLN , 
sont  égales  et  parallèles  aux  faces  ACEG , 
AGKJVI;  donc  les  prismes  triangulaires 
ACEGKM,  BDFHLN,  sont  égaux;  et  ôtant 
du  prisme  trapézoïdal  ACBDÉGLN  le  pre- 
mier prisme  triangulaire ,  il  reste  le  paralléli- 
pipède AF^  ôtant  du  même  prisme  trapézoï* 
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dal  le  deuxième  prisme  triangulaire ,  il  reste 
le  par aliélipipède  AL  :  donc  ces  restes  sont 
ëqui\falens. 

Le^  mêmes  raîsonnemens  amènent  aux  mcT 
mes  conclusions  lorsque  KM  se  confond  avec 
FH,  ou  bien  tombe  entre  FH  et  GE. 

465.  [Fig,  101,)  Si  deux  parallëlipipèdes 
GF,  CL,  ont  même  basé  ABGD  et  même  hau- 
teur, ils  sont  équivalens;  puisqu'ils  ont  même 
hauteur ,  les  bases  supérieures  ËFGH ,  KLMN, 
sont  donc  sur  un  même  plan  :  prolongeant  les 
côtés  KM,  EF,  LN ,  GH,  jusqu'à  ce  qu'ils  se 
rencontrent,  on  formera  le  parallélogramme 
IPQR,  qu'on  peut  considérer  comme  la  base 
supérieure  d'un  paralléiipipède  qui  aurait 
ABGQ  pour  base  inférieure  j  or ,  d'après  ce  qui 
précède  (4^4)  >  ce  solide  est  équivalent  au 
paralléiipipède  CF  et  au  paralléiipipède  CL  : 
ces  deux  solides  sont  donc  équivalens. 

466.  Problème  XCVI.  Etant  donné  un  pa- 
ralléiipipède oblique  ABCDMNLK,  construire 
un  paralléiipipède  droit  équivalent. 

Solution{Fig,  loi).  Aux  points  A,  B,  C,  D,  de 
la  base  inférieure,  élevez  des  perpendiculaires 
à  cette  base  ,  qui  rencontreront  le  plan  de  la 
base  supérieure  en  quatre  points  E ,  F ,  G ,  H  j 
le  parallélipinède  droit  ABCDEFGH,  sera  le 
paralléiipipède  demandé ,  car  il  est  droit  ,  et 
ayant  même  base  et  même  hauteur  que  le 
prisme  oblique ,  il  est  équivalent  à  ce  prisme 
(465). 

467 .  Problème  XCVIL  (Fig,  102  bis.)  Etant 
donné  le  paralléiipipède  droit  AG ,  construire 
un  paralléiipipède  rectangle  équivalent ,  et  de 
base  équivalente. 
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Solution.  Des  points  A  )  D ,  abaissez  sur  BC 
les  perpendiculaires  DR ,  AV ,  la  figure  DR AV 
sera  un  rectangle  équivalent  à  la  base  ABGD  ; 
des  points  E ,  H ,  abaissez  sur  FG  les  perpen- 
diculaires HT ,  ES  ,  la  figure  EHTS  sera  aussi 
un  rectangle  égal  au  premier  :  on  petft  donc  les 
considérer  comme  les  deux  bases  d'un  parallé* 
lipipède  rectangle  ;  or  ,  les  deux  paralléli- 
pipedes  AT ,  AÊ  ont  la  face  ADEH  en  com- 
mun ;  et  prenant  cette  iace  pour  base,  ils  ont 
aussi  même  hauteur  :  donc  ils  sont  équivalens. 
C*  €[•  I- 1. 

468.  Problème  XCVni.  Etant  donné  un  pa- 
rallélipipède  oblique ,  construire  un paralléhpi- 
pède  rectangle  équivalent? 

Solution.  On  construit  d'abord  uii  parallé- 
'lipipède  droit  équivalent  (4^6),  et  ensuite  un 
parallélipipède  rectangle   droit  équivalent  à 
celui-ci  (4^7). 

MESURE   DES   SOLIDITÉS    DES   POLYÈDRES. 

# 

Prisme. 

469.  Les  trois  arêtes  adjacentes  d'un  paral- 
lélipipède se  nomment  les  dimensions  dupa" 
rauélipipede. 

470.  (^ig'  io3.)  Deux  parallélipipèdes  rec- 
tangles AM,  AG,  dé  même  base  ARCD,  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs  AK,  AE. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  Ton  ait 
AK  :  AE  :  :  3  : 8  ;  divisez  AE  en  8  parties  égales; 
AK  en  comprendra  3  ;  et  par  les  points  de  di- 
\dsion ,  faisant  passer  des  plans  parallèles  à  la 
base  ABGD ,  le  grand  parallélipipède  sera  par- 

23 


266  MAVUBL 

tagé  en  8  parallélipipèdes  égaux ,  dont  le  petit 

Î)arallélipipède  n'en  contiendra  que  3  :  ainsi 
es  sliiditës  des  deux  parailéiipipèdes  sont 
entrtf  elles  comme  8  est  à  3,  ou  comme  la 
hauteur  AE  est  à  la  hauteur  ÂK  ;  car  ce  rai- 
sonnement subsiste  toujours  tant  qu'il  existe 
un  rapport  numérique  entre  les  deux  hauteurs; 
lorsque  ce  rapport  est  incommensurable,  et  pas 
numériquement  exprimable,  la  même  conclu- 
sion a  encore  lieu  j  on  aura  recours  aux  moyens 
de  démonstration  développés  (  i4i }  :  donc, 
lorsque  deux  parallélipipèdes  rectangles  ont 
deux  dimensions  en  commun,  leurs  solidités 
sont  entJ^  elles  comme  leurs  troisièmes  di- 
mensions. 

471.  Deux  parallélipipèdes  de  même  hau- 
teur sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

Soit  H  la  hauteur  commune  de  d^ux  parai* 
lélipipèdes  X  et  Y  ; 

M,  N  les  côtés  de  la  base  du  parallélipipèdeX  • 

P,  Q  les  côtés  de  la  base  du  parallélipipède  Y . 

Avec  les  arêtes  H ,  P ,  N ,  formons  un  troi- 
sième parallélipipède  rectangle  Z. 

Z  et  X  ont  en  commun  la  base  H  X  IV  :  on 
a  donc  Z  :  X  :  :  P  :  M. 

Y  et  z  ont  en  commun  la  base  H  X  P  •  donc 

Y:Z::Q:N. 

Multipliant  entre  elles  ces  deux  proportions 
il  vient  Y:X::PxQ;MxW;orPxQet 
M  X  N  sont  les  aires  des  bases  ;  donc  aussi  oq 
aura  cette  proportion  -,  le  nombre  de  mètres 
cubes  du  premier  solide  est  au  nombre  de 
mètres  cubes  contenus  dans  le  deuxième  solide 
comme  le  nombre  de  mètres  carrés  contenus 
daus  la  première  base ,  est  au  nombre  de  ttètrea 
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carrés  contenus  dans  la  deuxième  base.  Ainsi, 
lorsque  deux  parallélipipèdes  rectangles  ont 
une  dimension  en  commun ,  ils  sont  entie  eux 
comme  les  produits  des  deux  autres  dimenlions. 

47a*  Deux  parallélipipèdes  rectangles  X  et 
Y  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  trois 
dimensions. 

Soient  H,  P,  Q  les  trois  dimensions  de  X; 
H',  P',  Q'  les  trois  dimensions  de  Y. 

Imaginons  un  troisième  paraliélipipède  Z  , 
ayant  pour  dimensions  U ,  P',  G  ;  G  étant  une 
ligne  quelconque ,  on  aura  (47 1  ) 

X:Z::PXQ:FXG 

Z:Y;:HXG;H'X  Q'; 

donc  X  :  Y  «  :  P  X  Q  X  H  :  F  X  Q'  X  H'  :  : 

P        Q        H 

.  .    V*   -=-  "S^ I. 

•  •     pi     *^    Q/    -^    J£^    •     *• 

Ainsi,  la  solidité  du  premier  paraliélipi- 
pède rectangle  est  à  la  solidité  du  deuxième 
paraliélipipède  rectangle,  comme  le  produit 
des  rapports  des  trois  dimensions  est  à  Vunité. 

473.  Les  dimensions  d'un  mètre  cube  sont 
chacune  d'un  mètre  :  pour  savoir  donc  combien 
de  fois  le  mètre  cube  est  contenu  dans  un 
parallépipède  rectangle  ,  il  faut  chercher  com- 
bien de  fois  le  mètre  est  contenu  dans  chaque 
dimension  du  paraliélipipède ,  c'est-à-dire  me- 
surer chaque  dimension ,  et  multiplier  les  ré- 
sultats de  ces  mesures  ensemble  ;  c  est  ce  qu'on 
exprime  eu  disant  que  la  solidité  dun  par  allé- 
lipipkde  rectangle  est  égale  au  produit  de  ses 
trois  dimensions.  , 

Exemple,  Soit  un  paraliélipipède  rectangle 
ayant  pour  ses  trois  dimensions  32",  16°" 
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12", 5;  la  solidité  de  ce  parallélipipède  sera 
égale  à  32  X  19  X  i2"',5  =  64oo"'"'"'  ;  ainsi  ce 

Îiaraliélipipède  rectangle  contiendra  6400  fois 
e  mètre  cube  ou  le  stère. 

474'  I^^  solidité  d'un  parallélipipède  quel- 
conque est  égale  à  Taire  de  sa  base,  multipliée 
par  sa  hauteur  ;  car  ce  parallélipipède  est 
équivalent  à  un  parallélipipède  rectangle 
de  base  équivalente  et  de  même  hauteur  : 
donc,  etc. 

On  voit  donc  que  la  solidité  d'un  paralléli- 
pipède n'est  égale  au  produit  de  ses  trois  di- 
mensions que  lorsqu'il  est  rectangle  ;  dans  tout 
autre  cas  il  est  plus  petit. 

475.  La  solidité  d'un  prisme  triangulaire  est 
égale  au  produit  de  l'aire  de  la  base  par  la 
hauteur  ;  car  ce  prisme  est  la  moitié  d'un  pa- 
rallélipipède de  même  hauteuret debase  double 
(463)  :  donc,  etc. 

476.  La  solidité  d'un  prisme  polygonal 
quelconque  est  égale  à  l'aire  de  sa  base ,  mul- 
tipliée par  sa  hauteur  ;  car  on  peut  décompo- 
ser le  prisme  polygonal  en  autant  de  prismes 
triangulaires^  de  même  hauteur ,  qu'on  peut 
former  de  triangles  dans  la  base  :  donc,  etc. 

Solidités  dés  pyramides. 

477.  [^ig*  io4.  )  Si  on  coupe  une  pyramide 
triançulaire  SDEF  par  un  plan  ABC  parallèle 
à  la  base  ,  et  qu'on  ôte  la  pyramide  SABG  , 
le  solide  restant  ABCDEF  se  nomme  pyra- 
mide tronquée)  ABC,  DE  F  en  sont  les  deux 
bases  ,  et  leur  distance  en  est  la  hautetfr. 

478.  {Fig.  104.)  Dans  une  pyramide  troa- 
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quécy  les  aires  des  deux  bases  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  hauteurs  SO,  SI  des 
deux  pyramides  ;  car  les  triangles  ABC ,  DEF 
étant  semblables,  Ton  a 

ABB  :  DEF  :  î  AB^  :  DE^  :  :  SA»  :  SD^  :  : 

::SO^:SK 

479.  La  solidité  du  tronc  de  pyramide 
ABÛDEF,  est  plus  grande  que  Taire  de  la 
base  supérieure ,  et  plus  petite  que  Taire  de  la 
base  inférieure  multipliées  chacune  par  la 
hauteur  du  tronc.  En  effet,  portant  AC  de  D 
en  M ,  et  AB  de  D  çn  L ,  le  triangle  DLM  sera 
égal  et  parallèle  au  triangle  ABC ,  et  le  prisme 
triangulaire  ABCDLM  est  évidemment  plus 
petit  que  le  tronc  ;  or ,  la  solidité  du  prisme 
est  égale  à  la  base  ABC  multipliée  par  la  hau- 
teur :  donc ,  etc. 

Prolongeant  AC  et  A  F  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
AV  =  DF ,  AK  =  DE ,  le  triangle  AKV  sera 
égal  et  parallèle  au  triangle  DEF,  et  le  prisme 
triangulah^e  AKYDEF  est  plus  grand  que  le 
tronc;  or,  la  solidité  de  ce  prisme  est  égale  à 
la  base  DEF  par  la  hauteur  du  tronc  >  donc , 
etc.  c.  q.  £•  t. 

On  démontrera  de  même  que  la  solidité  d'une 

f pyramide  entière  est  plus  petite  que  Taire  de 
a  base  multipliée  par  la  hauteur. 

480.  (Fig.  io5.  )  Soit  S  ABC  une  pyramide 
triangulaire ,  B  sa  base ,  et  H  sa  hauteur  ;  sup- 
posons qu'on  divise  cette  hauteur  en  un  nombre 
n  de  parties  égales  ;  et  soit  h  la  grandeur' 
d'une  de  ces  parties;  si  par  ces  points  de  divi- 
sion on  mène  dos  plans  parallèles  à  la  base  , 
la  pyramide  sera  décomposée  en  troncs  de 
pyramides  ,  ayant  chacune  pour  hauteur  h ,  e^ 
il  y  a  de  plus  une  dernière  pyramide  de  mer 

23^ 
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hauteur  h  ;  soient  B,  B' ,  fi"  ,  B">  y  B>^ ,  B^  les 
bases  de  ces  troncs  à  partir  d'en  bas  ;  d'après 
œ  qui  précède ,  la  solidité  de  la  pyramide  sera 
plus  petite  que    Bà+B'A+B"^  +B«";k ,  etc., 
et  plus  grande  que    B'^+B"à4-B">à^  etc., 
de  sorte  que  cette  solidité  est  comprise  entre 

ik(B+Bi+B"+B'"+B«^-fB^) 
et  h  (B«  +  B"  +  B'"  +  B'^  +  B'^) 

La  dijSerence  entre  ces  deux  limites  est  JiR  \ 
or  ,  plus  n  sera  grand ,  et  plus  h  ,et  par  con- 
séquent hR  sera  petit  :  donc  la  différence  entre 
les  deux  limites  peut  devenir  plus  petite  qu'au- 
cune quantité  assignable.  Supposons  mainte- 
nant une  seconde  pyramide  Je  même  hau- 
teur H  que  la  première ,  et  ayant  une  base  b 
équivalente  à  la  base  fi  ;  si  on  divise  cette 
hauteur  en  un  même  nombre  n  de  parties 
égales  y  la  solidité  de  cette  deuxième  pyramide 
sera  comprise  entre 

et  i^(fri-i-ô"+t"«4-è'»-i'é^). 

Mais  les  bases  B ,  B',B"  décroissent  comme 
les  carrés  des  hauteurs  des  pyramides  (4?^  )  » 
et  les  bases  b  ^  b' ,  b"  décroissent  suivant  les 
«émes  rappoits  ;  or,  l'on  a  par  supoosition , 
6  =  B  :  donc  aussi  *'  =  » .  b"  «  B*' ,  b'" = B'"; 
et  les  solidités  des  detix  pyramides  sont  donc 
renfermées  entre  les  mêmes  limites  ,  dont  la 
difféi^Qce  petit  devenir  moindre  qu'aucune 
quantité  donnée  y  d'où  Ton  conclut ,  d'après 
le  principe  énoncé  au  n°  i43 ,  que  deux  pyra« 
mides  de  même  hauteur  et  de  base  équiva- 
lente ,  sont  équivalentes  ;  par  conséquent,  si , 
par  le  sommet  d'une  pyramide  ^  on  mène  un 
plan  parallèle  à  ^   '^  '  ~Mtes  les  pyramides 
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qui  auront  même  base ,  et  leurs  sommets  sur 
ce  plan ,  sont  équivalentes. 

On  peut  démontrer  d'une  manière  analogue 
les  propositions  suivantes  très  -  générales  et 
très-fécondes  dues  à  Gavallieri. 

i*'  Si  en  coupant  deux  solides  par  une  suite 
de  plans  parallèles  on  obtient  des  sections  dont 
les  aires  correspondantes  sont  toujours  dans 
le  même  rapport ,  les  volumes  compris  entre 
deux  de  ces  plans  sont  dans  le  même  rapport. 

2^  Si  en  coupant  un  solide  et  une  surface 

Ï)lane  fermée  par  une  suite  de  plans  paral- 
èles  ,  on  obtient  des  sections  telles ,  que  Taire . 
«le  l'une  soit  à  la  longueur  correspondante  de 
l'autre  dans  un  rapport  constant ,  1«  volume 
du  solide  et  l'aire  de  la  surface  ,  compris  entre 
deux  de  ces  plans  parallèles»  sont  dans  le 
même  rapport. 

3^  Si  en  coupant  par  une  suite  de  plans 
parallèles  deux  aines  planes  fei^mées ,  on  ob- 
tient des  sections  dont  les  longueurs  sont  dans 
un  rapport  constant;  les  aires  des  surfaces , 
comprises  entre  deux  de  ces  plans,  sont  dans 
le  même  rapport. 

La  proposition  cesse  d'êtt^  vraie  pour  les 
surfaces  coui^bes.  (Note  i5.) 

48 1 .  (  Fig.  1  o6«  )  La  soiidit4  de  la  pyramide 
triangulaire  SABG  est  égaie  à  sa  base ,  multi- 
pliée par  le  tiers  de  sa  hauteur.  En  tSet ,  au 
sommet  S ,  imaginons  le  triangle  SDË ,  égal 
et  parallèle  au  triangle  ABC;  le  solide  SDEABG 
est  un  prisme  triangulaire  ;  or ,  le  pri^ne  est 
égal  à  cette  pyramide ,  plus  la  pyramide  qua- 
dranguiaii'c  qui  a  pour  sommet  S'^  et  pour 
base  AGDË  ;  le  plan  diagonal  SOC  parta^ip 
pette  pyramide  en  deu^  pyramides  triar 
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laires  SDCË  et  SOAG  ;  mais  la  droite  SB 
étant  parallèle  au  plan  JJAC  ,  la  pyramide  qui 
a  son  sommet  eu  B  ,  et  pour  base  DAC ,  est 
équivalente  à  celle  qui  a  son  sommet  en  S  , 
et  qui  a  même  base  (4Bo)  :  donc  le  prisme 
est  égal  aux  trois  pyra  mides  triangulaires  S  ABC, 
SEDC,  BDAC;  or,  les  bases  'ABC,  DSE  de 
ces  pyramides  sont  égales  ,  et  elles  ont  ^méme 
hauteur  :  donc  ces  pyramides  ont  même  soli- 
dité, et  chacune  est  le  tiers  du  prisme;  mais 
la  solidité  du  prisme  est  égale  à  sa  base  ABC  , 
multipliée  par  sa  hauteur  ,  qui  est  aussi  celle 
de  la  pyramide  SABC  :  donc  la  solidité  de  celle- 
ci  est  égale  à  sa  base  multipliée  par  le  tiers  de 
sa  hauteur. 

482.  La  solidité  d'une  pyramide  polygonale 
est  égale  à  sa  base ,  multipliée  par  le  tiers  de 
sa  hauteur;  car  on  peut  décomposer  cette  pyra- 
mide en  autant  de  pyramioes  triangulaires 
de  même  hauteur ,  qu'on  peut  former  de 
triangles  dans  sa  base  :  donc ,  etc. 

Les  solidités  des  deux  pyramides  sont 
entre  elles  cooime  les  produits  des  bases  par 
les  hauteurs.  ' 

La  solidité  d'une  pyramide  est  aussi  égale 
à  l'aire  de  la  base  multipliée  par  le  tiers  d'une 
droite  quelconque,  menée  du  sommet  à  la  base, 
et  par  le  sinus  d'inclinaison  de  cette  droite 
sur  la  base. 

Cette  même  expression  est  celle  du  volume 
d'un  solide  quelconque,  lorsque  les  aires  des 
tranches  parallèles  croissent  comme  les  carrés 
des  distances  à  un  point  fixe  pris  sur  le  solide 
(48o). 

433.  Pour  trouver  la  solidité  d'un  polyèdre, 
on  prend  un  point  dans  son  intérieur  j  par  ce 
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point  et  par  les  arêtes ,  menant  des  plans ,  on 
partagera  le  polyèdi'e  en  autant  de  pyramides 
qu'il  a  de  faces  ;  la  somme  des  solidités  de  ces 
pyramides  donnera  la  solidité  du  polyèdre  ; 
mais  il  y  a  certains  polyèdres  dont  la  solidité 
se  détermine  d'une  manière  plus  abrégée. 

484.  {Fig.  107.)  La  solidité  de  la  pyra- 
mide triangulaire  tronquée  ABGBEF. ,  est 
égale  à  la  somme  des  solidités  des  trois  pyra- 
mides, ayant  pour  hauteur  celle  du  tronc,  et 
pour  bases ,  celles  du  tronc  et  une  moyenne 
proportionnelle  entre  elles.  En  effet ,  menant 
Te  plan  BDEF,  on  peut  détacher  du  tronc  la 
pyramide  BDEF,  c'est  la  première  pyramide; 
il  reste  la  pyramide  trapézoïdale  BDACF;  on 
la  décompose,  en  menant  le  plan  diagonal 
BFA  en  deux  pyramides  triangulaires  BACF 
et  BADF  ;  BACF  est  la  seconde  pyramide. 
Menons  par  le  sommet  B  dans  le  plan  ABD  une 
droite  parallèle  à  la  base  ADF  ae  la  troisième 
pyramide,  alors  cette  pyramide  est  équivalente 
à  celle  qui  aurait  son;  sommet  en  K ,  et  pour 
base  ADF,  ou  ce  qui  est  la  même  chose ,  qui  a 
son  sommet  en  A,  et  pour  base  DKF;  or.  Ton  a 

DEF  .  DKF  :  :  DE  :  DK  :  :  DE  :  AB  :  :  DF  :   AF  , 

et  les  angles  BAC,  KDF  étant  égaux . 

aire  DRF  :  aire  ABC  :  :  DB.X  DF  ;  AB  X 

X  AC  :  DF  :  :  AC  ; 

donc      DEF  :  DKF  : .  DKF  :  ABC. 

Ainsi ,  DKF  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  bases:  donc^  si  nous  dési- 
içnons  par  H  la  hauteur  du  tronc,  par  B  sa 
base  inférieure,  par  B'  sa  base  supérieure^,  et 
par  S  sa  solidité ,  on  aura 
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S=:|H(B+B'+V/BF)i 
Exemple.  Soit  B  =  ao*""* 

B'=   5""* 


on  auraSsi£|(2o+5*f  V  5  .  20) 

2(a54-iô)£=aa  .  35=70"»"'»; 

ainsi  le  tronc  contiendra  70  mètres  cabes. 

485.  La  même  expressiop  convient  aussi  à 
une  pyramide  polygonale  tronquée  \  en  effet , 
les  bases  étant  semblables ,  menons  par  deux 
sommets  homologues  des  diagonales,  et  par 
les  diagonales  homologues,  des  plans  qui  dé- 
composeront le  tronc  polygonal  en  troncs  trian- 
gulaires; soient  a,  b  f  Ci  dt  e\es  triangles  de 
la  base  supérieure,  et  a  ,  ^' ,  c' ,  d  ^  e'  les  tri- 
angles de, la  base  inférieure  ,  H  la  hauteur  du 
tronc,  S  la  solidité  cherchée,  on  aura  (4^4) 

+c'+cP^-e^ .  +  \/aa!  +  y  bb'  + 
+  ycd+ydd!), 
ou  S  =  |H(B  +  B'  +  J/^+ 

+\/w+y7E'+Vdi). 

.  B  et  B'  désignent  les  aires  des  bases  ;  mais  l'on  a 
aia'  i'-BiB' :  donc a  =  a' ^, 


or      aa 


a'^B  . — -        ■  *     /b 


et  de  même      ybb'  =  b' 


Vir- 


f 
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donc'    |/^+|/ftF+|/^...= 


donc        S=:iH(B+B'+HBF). 

iSur  /e  tronc  de  pyramide  polygonale. 

Yoîci  une  manière  plufi  courte  de  trouver  sa 
solidité:  imaginez  une  pyramide  triangulaire , 
de  base  équivalente  à  celle  de  la  pyramide 
polygonale  et  de  même  hauteur  |  et  placez  les 
deux  bases  sur  un  même  plan.  Si  l'on  prolonge 
le  plan  de  la  petite  base  du  tronc  polygonal , 
il  fera  dans  la  pyramide  triangulaire  une  section 
équivalente  k  la  petite  basé ,  et  enlèvera  une 
petite  pyramide  triangulaire  équivalente  à  la 

Îïetite  pyramide  polygonale  retranchée  ;  donc, 
e  volume  du  tronc  triangulaire  est  équivalent 
à  celui  du  tronc  polygonal  :  donc^  etc. 

Cette  même  expression  est  celle  d'un  tronc 
d'un  solide  quelconque  compris  entre  deux 
tranches  parallèles ,  lorsque  les  aires  des  tran- 
ches croissent  proportionnellement  à  leur$ 
distances  à  un  point  fixe. 

486.  (Fig.  106.)  Si  le  plati  DSE  n'est  pas 
parallèle  à  fa  base  BG  ,  on  obtient  un  prisme 
tronqué  ABGDSË  ;  on  le  décompose  comme  au 
Duméro  48i  »en  trois  pyramides  triangulaires 
S  ABC ,  DABG  et  SDCE.  Gette  dernière  pyra- 
mide est  équivalente  à  la  pyramide  BDGË ,  car 
elles  ont  même  base  DCÈ,  et  les  sommetr 
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S ,  B  sont  $ur  une  droite  parallèle  à  la  base 
(480)  ;  la  pyramide  BCDE  est  équivalente  à  la 
pyramide  AECB.  Elles  ont  même  base  ECB  ;  et 
leurs  sommets  D  et  A  sont  sur  une  droite  paral- 
lèle à  cette  base  :  donc  la  solidité  du  prisme 
tronq^ué  est  équivalente  à  la  somme  des  trois 
pyramides  9  ajant  pour  base  celle  du  prisme 
et  pour  sommets  ceux  de  la  section.  Désignons 
par  H ,  H',  H^'  les  distances  des  trois  sommets 
de  la  section  à  la  base ,  et  par  B  Taire  de  cette 
base ,  et  par  S  la  solidité  du  prisme  triangulaire 
tronqué,  on  aura 

S  =  |B(H+ff+H"). 

487.  Lorsque  le  prisme  est  polygonal ,  on  le 
décompose  en  prismes  triangulaires,  et  on 
calcule  à  part  la  solidité  de  chaque  prisme , 
ensuite  on  en  fait  la  somme. 

Solidités  des  polyèdres  semblables. 

488.  Les  solidités  de  deux  pyramides  tri- 
angulaires semblables  sont  entre  elles  comme 
les  cubes  des  côtés  homologues;  car  soient 
B,  B'  les  bases,  H  et  H'  les  Éauteurs,  S  et  S' 
les  solidités  des  deux  pyramides,  on  aura 

B:B'::H^:H'»(478)î 
H  :  H'  :  :  H  :  H'. 

Multipliant   ces    deux   proportions,  il  vient 

BH  :  B'H'  :  :  H3  :  H'3. 

Or,  S:S'::BH:B'H'(482): 

donc  S:S'::H3;H'3. 

Les  deux  solidités  sont  donc  entre  elles 
comme  les  cubes  des  hauteurs  ;  mais  les  côtés 
homologues  sont  proportionnels  aux  hauteurs  : 
donc 
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489.  Les  solidités  de  deux  pyramides  poly- 
gonales semblables  sont  entre  elles  comme 
les  cubes  des  hauteurs  ;  car  ou  peut  décom- 
poser les  deux  pyramides  en  un  même  nombre 
de  pyramides  triangulaires  semblables,  et  en 
raisonnant  comme  au^numéro  291  ^  on  dé- 
montre, etc. 

490.  Deux  polyèdres  semblables  peuvent  se 
décomposer  en  un  même  nombre  de  pyramides 
semblables  (4^^)  '  donc  les  solidités  de  deux 

Ï>olyèdres  semblables  sont  entre  elles  comme 
es  cubes  des  côtés  homologues. 

Exemple,  Soient  deux  polyèdres  semblables 
A  et  A' ,  dont  les  côtes  homologues  sont 
comme  i  :  2;  si  on  veut  entourer  les  arêtes^ 
des  deux  polyèdres  avec  du  fil ,  il  faudra  deux 
fois  plus  de  longueur  de  fil  pour  A'  que  pour 
A  ;  si  on  voulait  couvrir  de  papier  les  surfaces 
des  deux  polyèdres,  il  en  faudrait  ^ua^refois 
plus  pour  A'  que  pour  A;  et  A'  contient  huit 
Ibis  plus  de  mètres  cubes  que  A,  et  pèse  huit 
fois  plus  que  A ,  si  les  deux  sont  de  même 
matière. 

Ainsi,  dans  deux  polyèdres  semblables,  les 
périmètres  ou  les  sommes  des  arêtes  sont  entre 
eux  comme  les  côtés  homologues;  les  surfaces 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  côtés , 
et  les  solidités  comme  leurs  cubes. 

Toisè  des  solides, 

491  •  Bans  le  système  de  mesures  aujourd'hui 
en  usage,  Tunité  du  volume  pour  les  solides 
est  le  mètre  cube  ou  le  stère  ;  mais  pour  mesurer 
la  solidité  des  vases  destinés  à  recevoir  lef» 

24 
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liquides  ou  les  graios  ',  ce  qu'on  appelle  aussi 
leur  capacité ,  on  prend  pour  uoité  le  litre 
ou  le  décimètre  cube;  c'eit">ài>dire  un  cube 
qui  a  un  décimètre  de  côté)  de  soi'te  que 
le  mètre  cube  contient  mille  litres.  Pour  les 
unités  multiples»  on  se  sert  des  trois  déno- 
minations tirées  du  grec,  décay  heoto  ^  kilo  9 
et  pour  les  subdivisions  des  trois  dénomina- 
tions latines  1  decip  çenii*  milli.  lie  calcul  n'est 
sujet  à  aucune  difficulté)  il  n'en  e^t  pas  de 
même  dans  l'ancien  système  formé  sur  la  toisçs 
alors  on  était  pbligé»  pour  abréaar  les  cal- 
culs ,  de  recourir  à  di v^se^  mélhpcw  qw  nous 
allons  fairç  connaître* 

Cuber  par  toises  cubes  et  pieds  cubes  «  etc. 

499.  IJne  toise  cube  est  un  oube  qui  a 
^  >ur  côté  une  toise  ;  on  l'écrit  ainsi  i^tt.  Un 
pied  cube  est  un  cube  qui  a  pour  côté  un  piedj 
on  l'écrit  ainsi  i^^P,  et  ainsi  des  autres  divi- 
sions ,  et  l'on  a 

,TTT  PS  316PPP, 

ii"c=i7î8i>»«p*«p*«. 

Supposons  qu'on  aitun  parallélipipède  ayant 
ces  trois  dimensions  s 

Longueur  . . .  a^  .  4^  .  8p   =  200P. 
Largeur  . . . .  i^  .  3p  =  io8p. 

Hauteur 3^  .  5*"  .  7P    =  283?. 

Et  réduisant  tout  en  pouces,  unités  de  la 


pour 
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plus  petite  espèce,  on  aura^  pour  la  solidité 
cherchée , 

S  =  loo  X  3o8  X  283  =  61  iiiSooPPP  = 
=  3537PPP  +  864PPP  =  16TTT  .  81PPP  .  864PPP. 

DEUXIÈME   METHODE. 

Toises  Cubes  ,  toise-'toise  pied* 

4g3.  La  toise-toise  pied,  ou  i**^**,  est  un 
parallélipipède  qui  a  une  toise  carrée  de  base 
et  unpied  de  hauteur  ;  la  toise-toise  pouce , 
Ou ,  iTTp ,  et  un  parallélipipède  qui  a  une  toise 
carrée  de  base  et  un  pouce  de  hauteur,  et 
ainsi  de  suite.  Cette  explication  suffit  pour 
comprendre  le  tableau  suivant  : 

jTTT  ::—  5TTP 

jTTP  --  12'ï'Tp  ^  36^^**  =  -TTT 

iTTp  J-*  12TTI  :::^  3PPP  ;:=:.i_TTP 

j  TTI  -—  ï2TTpt9--_  IPPP  =  JL.TTp  z=zAZ7}^^, 

Soit  encore  à  évaluer  le  parallélipipède  du 
numéro  492. 

On  multiplie  la  longueur  par  la  largeur ,  en 
se  servant  des  parties  aliquotes ,  comme  il  a  été 
expliqué  (page  92  ) ,  et  on  trouve 

(2T  .  4P  .8P  )  (iT  .  3Ï*  )  =  4ÏT  .  ,TP  .  oTp. 

On  multiplie  cette  aire  par  la  hauteur ,  et 
toujours  en  prenant  des  parties  aliquotes.  Con- 
formément au  tableau  >  on  aura 

S  =  16TTT  ,  aTTP  ,  3TTp  .  ^TTi. 

Pour  réduire  maintenant  en  pieds  cubes  , 
pouces  cubes ,  il  suffit  de  consulter  encore  le 
tableau  \  on  obtient ,  comme  ci-déssus» 
i6ttt.8,ppp.864ppp. 
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494*  Dans  rarchîtecture  civile  et  militaire 
on  se  servait  encore  d'une  troisième  espèce 
d'unité ,  de  la  solive.  On  nommait  ainsi  un  pa- 
ra llélipipède  de  trente-six  pouces  d'équarns- 
sage  et  d'une  toise  de  haut.  Cette  solive-toise 
se  divise  en  six  parties ,  ou  pied  de  solive  ;  pa- 
rai lélipipTède  de  même  équarrissage ,  et  n'ayant 
qu'un  pied  de  hauteur  y  et  conservant  toujours 
la  base.  Le  pouce  de  solive  a  un  pouce  de  hau* 
teur,  etc.  Il  est  facile  de  voir  comment  ou 
peut  réduire  les  toises  cubes ,  pieds  cubes  en 
solives,  et  réciproquement.  Ces  mesures  ne 
sont  plus  en  usa£;e  ;  nous  n'entrons  dans  ces 
détails  que  pour  donner  des  exercices  de  calcul 
et  faire  sentir  l'immense  avantage  du  système 
métrique  décimal. 

SURFACES  COURBES  DÉVELOPPA BLES. 

Cylindres  et  surfaces  cylindriques. 

4^5.  (Fig  ïo8.)  Le  cylindre  ABLM  est  une 
surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite,  qui  reste  toujours  parallèle  à  elle- 
même,  et  qui  est  assujettie  à  suivre  le  contour 
ACMD  d'un  cercle.  On  voit  que  le  cylindre 
a  la  même  génération  que  le  prisme  (page  360}  ; 
sa  ligne  directrice  est  un  cercle,  tous  les  points 
de  la  droite  décrivent  des  cercles  égaux  et  pa- 
rallèles ,  et ,  par  analogie ,  on  nomme 

Bases  du  cylindre ,  les  cercles  parallèles 
ACMD,  BNLK  qui  terminent  la  surface  ; 

Hauteur  du  cylindre  ,  la  distance  des 
bases  ; 

Côté  du  cylindre  t  la  longueur  Afi  de  la 
droite  génératrice. 
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496.  Au  lieu  de  prendre  une  circonférence 
pour  directrice  du  mouvement,  on  peut  pren- 
dre une  autre  courbe,  telle  qu'une  ellipse, 
une  parabole,  etc.,  et  on  aurait  un  cylindre 
elliptique,  parabolique,  etc.  On  a  donné  à 
toutes  ces  surfaces,  qui  ont  le  même  mode  de 
génération,  le  nom  de  surfaces  cylindriques  : 
ainsi  le  cylindre  est  line  surface  cylindrique. 
Mais  toute  surface  cylindrique  n'est  pas  néces- 
sairement un  cylindre. 

La  droite  mobile  porte  le  nom  de  ligne  ^é- 
nératrice. 

C'est  ainsi  que  l'axe  de  la  terre ,  conservant 
presque  toujours  même  direction  dans  l'espace, 
y  décrit  une  surface  sensiblement  cylindrique 
et  elliptique ,  car  la  directrice  est  l'ellipse  que 
le  centre  de  la  terre  décrit'  annuellement 
autour  du  soleil. 

497  •  Tous  les  raisonnemens  qu'on  a  faits 
pour  les  prismes  peuvent  aussi  s'appliquer  aux 
surfaces  cylindriques ,  et  on  a  déduit  les  con- 
clusions suivantes  : 

1°  En  coupant  une  surface  cylindrique  par 
un  plan  parallèle  à  la  base ,  la  section  est  égale 
à  cette  base. 

2**  Si  le  plan  coupant  n'est  pas  parallèle  à 
la  base,  on  obtient  une  ligne  «  qu'on  peut 
aussi  considérer  comme  une  directrice. 

3"  La  surface  convexe  est  égale  au  périmètre 
de  la  section  perpendiculaire  au  côté  multiplié 
par  le  côté. 

4^  La  solidité  d'un  volume  cylindrique  est 
égale  à  l'aire  de  la  base  multipliée  par  la  hau- 
teur. 
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Soit  donc  un  cylindre  :  désignons  par 

R ,  le  rayon  de  la  base  ; 
H ,  la  hauteur  ; 
S ,  la  solidité  ; 

Tt,  le   rapport    de    la   circonférence  au 
diamètre. 

On  aura 

S  =  TrR^H. 

498.  Le  cylindre  est  «2ro»V  lorsque  1«  câké 
est  perpendiculaire  à  la  base*  Dans  tout  autre 
cas,  il  est  oblique.  Ainsi,  en  faisant  tourner 
un  parallélogramme  rectangle  autour  d'un  de 
ses  càtés ,  celui  qui  est  opposé  au  côté  fixe 
décrit  uti  cylindre  droit  ;  les  côtés  adjacens 
décrivent  les  bases. 

499*  Soit  un  cylindre  droit  R^^^S^"" 

L  =£  loo'^&^hauteur 
on  aura 

A=27r .  287  .  100=1804 .  ioo=i8o4oo™™ 
T=i  80400+  2  .  258870=698140™'" 

S=:  1  2943500™*"™. 

A=surface  convexe 
T=surface  totale. 

5oo.  Deux  surfaces  quelconques  sont  sem-^ 
blables,  lorsqu'on  peut  les  placer  de  manière 
à  avoii^  Un  centre  de  similitude  ,  c'est-à-diie 
un  poiht  tel  que  toutes  les  droites  menées  de 
ce  point  soient  coupées  proportionnellement 
parjes  deux  surfaces  :  de  là  on  conclut  que , 

1°  Deux  surfaces  cylindrique  sont  sembla- 
bles lorsqu'elles  ont  des  bases  semblables  ,  et 
des  côtés  éf^alement  inclinés  sur  les  bases  et 
proportionnels  à  des  lignes  homologues  dans 
ces  bases. 
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a^  Deux  cylindres  sont  semblabies  lorsque 
les  rayons  des  bases  sont  entre  eux  comme  les 
côtés  également  inclinés  sur  la  base  et  sur 
1«  rayon. 

3^  Les  air^s  totales  et  les  aires  convexes  de 
deux  cylindres  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  <ïarrés  des  rayons ,  des  côtés  ou  des 
bauteurSt 

4°  Lés  solidités  de  deux  cylindres  sembla- 
bles sont  entre  elles  comme  les  cubes  des 
rayons ,  deâ  tôtés  ou  des  hauteur^. 

Plan  tangent. 

5oi.  {fig.  to8.  )  Si  on  coupe  la  surface cy* 
lindrique  par  un  plan  parallèle  à  la  ligne  gé^ 
nératrice  ,  la  section  est  un  parallélogramme 
SROL  ;  le  côté  SR  «st  une  sécante  relative- 
ment à  la  ligne  directrice  ARDS  ;  en  menant 
une  6uit«  d»  plans  parallèles ,  on  parviendra  à 
un  plan  qui  rencontrera  la  base  suivant  la 
tangente  uY  ;  et  les  deux  côtés  RL ,  SO  ,  se 
réunissent  en  un  seul  côté  1)K>  Ce  plan  YDK 
est  tangent  à  la  surface  ;  il  n'a  de  <:ommun 
avec  elle  que  ia  génératrice  DR  t  tons  les 
autres  points  du  plan  sont  situés  hors  de  lâi 
surface.  La  droite  DKest  la  ligne  de  ûantact-, 
tons  les  points  situés  sur  cette  droite  ont  le 
même  plan  tangent.  £n  effet ,  soit  I  un  de 
ces  points,  menons  un  plan  parallèle  à  la 
base  :  la  section  sera  une  courbe  égale  à  cette 
base,  et  la  tangente  à  cette  section  en  I  est 
parallèle  à  ia  tangente  DY  :  donc  les  deux 
plani»  tangens  passant  par  D  et  par  I  ne  font 
^u'un  seul  et  même  plan. 

Soi.  Pboclème  XCIX.  Par  un  point  donr 
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&ur  une  surface  cylindrique ,  mener  uu  plan 
tangent  à  cette  surface  ? 

Solution.  Par  ce  point  passe  nécessairement 
une  génératrice  ;  menez  par  ce  point ,  mais 
non  suivant  la  génératrice ,  un  plan  quelcon- 
que :  il  coupera  la  surface  suivant  une  ligne  ; 
noenez  par  le  point  donné  une  tangente  à  cette 
section:  elle  détermine ,  avec  la  génératrice, 
la  position  du  plan  tangent  ;  car  toute  sec- 
.  tion  faite  dans  une  surface  cylindrique  peut 
être  considérée  comme  une  directrice  (  497)* 

Autre  solution.  Par  le  point  donné  ,  menez 
la  génératrice ,  que  vous  prolongez  jusqu'à  ce 
qu^elle  rencontre  la  base  ;  menez  par  le  point 
de  rencontre  une  tangente  à  cette  base  :  elle 
détermine ,  avec  la  génératrice  ,  la  position  du 
plan  tangent. 

Si  on  mène  un  plan  qui  coupe  le  cylindre 
suivant  une  ligne  courbe  ,  et  le  plan  tangent 
suivant  une  droite  ,  celle-ci  sera  évidemment 
tangente  à  la  courbe  ;  car,  si  elle  était  sécante , 
le  plan  tangent  serait  aussi  sécant;  donc 

503.  Problème  C.  {Figure  io8. )^  Par  un 
poin't  donné  M  ,  hors  d  une  surface  cylin* 
drique ,  mener  un  plan  tangent  à  cette  sur- 
face ? 

Solution.  Menez  MX  parallèle  à  la  généra* 
trice;  par  le  point  X,  où  elle  rencontre  le 
plan  de  la  base ,  menez  une  tangente  à  la 
circonférence  de  la  base  *•  le  plan  MXZ  est  le 
pian  tangent  demandé  ;  il  touche  évidemment 
suivant  la    génératrice  qui  passe  par  Z. 

504.  Si  la  directrice  est  un  cercle  ,  une  el- 
lipse ,  etc. ,  on  pourra  mener  par  le  point  X 
deux  tangentes,  et  par  conséquent  par  le 
point  M  deux  plans  tangens  à  la  surface. 
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Si  M  est  un  point  lumineux,,  la  portion 
convexe  du  cylindre  interceptée  entre  les 
deux  plans  tangens ,  est  la  partie  éclairée  , 
l'autre  partie  est  dans  l'ombre. 

Si  M%st  la  position  de  l'œil  d'un  specta- 
teur ,  la  portion  convexe  interceptée  est  la 
partie  vue ,  et  l'autre  partie  n'est  pas  vue. 

Développtment  du  cylindre, 

5o5.  (Pig>  109.)  Soit  BAM  une  surface 
cylindrique ,  ou  ,  pour  fixer  les  idées ,  un  cy- 
lindre droit ,  à  laquelle  on  a  mené  le  plan  tan- 
gent KDRY,  la  droite  de  contact  DK  étant 
perpendiculaire  sur  le  plan  de  la  base ,  le  plan 
tangent  est  aussi  perpendiculaire  à  cette  base; 
menons  dans  le  plan  tangent  une  suite  de 
droites  parallèles  à  celle  de  contact  DK  \  sup- 
posons maintenant  que  DK  restant  fixe  on 
plie  le  plan  langent  pour  l'appliquer  sur  la 
surface ,  la  tangente  DY  s'enroulera  autour 
de  la  base  DMA  ,  et  les  parallèles  tracées 
dans  le  plan  tangent  se  confondront  succes- 
sivementavec  les  génératrices  du  cylindre ,  de 
sorte  que  le  plan  s'enveloppera  ,  par  plicature 
et  sans  rupture,  autour  de  la  surface  courbe, 
et  réciproquement  la  surface  du  cylindre  peut 
se  développer  sur  une  surface  plane  j  on  ap- 
pelle surfaces  développables ,  celles  qui  jouis- 
sent de  cette  propriété. 

Gomme  dans  toute  surface  cylindrique  on 
peut  faire  une  section  perpendiculaire  à  la 
ligne  génératrice,  il  s'ensuit  qu'une  surface 
cylindrique  quelconque  est  développable.  On 
peut  encore  se  représenter  le  développement 
d'une  autre  manière  ,  soit  A,,  Aa,  A3,  A4,  A5, 
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des  généreLtri<^&  très-rapprochées  qui  se  sui- 
vent sur  la  surface  ;  et  B, ,  Ba,  B3,  JB4,  B5,  les 
plans  tangensqui  passent  par  ces  génératrices  , 
et  qui ,  se  coupant  âécessairanaent  suivant  des 
droites  parallèles  à  ces  génératrices ,  forment 
un  prîsme  circonscrit  au  cylindre  ;  plus  lés 
lignes  Ai^  A3,  Ajb,  serofit  l'approchéei ,  et 
moins  la  surface  prismatique  différera  de  la 
surface  cyiinddque)  faisons  lourber  B',  autour 
de  son  intersection  avec  Ba  y  jusqu'à  ce  que  les 
deux  plans  n'en  fôriiietit  plus  qu'un  seul  plan 
G.  Concevons  que  celui-ci  tourne  autour  de 
l'intersection  de  Ba  avec  B3,  jusqu'à  ce  qu'il 
ne  fasse  qu'un  seul  plan  D  avec  B3  ;  on  fera 
tourner  D  autour  de  l'intersection  de  B3  avec 
B4,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  C  est  la  réu- 
nion des  plans  B,,  Ba;  que  D  est  la  réunion 
des  plans  B,,  Ba,  B3.  Le  dernier  plan  sera  la 
réunion  de  toutes  les  faces  prismatiques ,  elle 
ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  surface 
cylindrique. 

Les  volets  brisés  aux  fenêtres  donnent  une 
idée  de  ce  genre  de  mouvement. 

Les .  surfaces  développables  sont  précieuses 
dans  les  arts,  car  on  peut  les  exécuter  à 
l'aide  de  feuilles  planes.  Un  en  a  de  fréquens 
exemples  devant  les  yeuï  :  c'^st  ainsi  que  les 
tuyaux  des  poêles  sont  des  surfaces  cylindri- 
ques qu'on  confectlônhe  ftVéc  les  feuilles  pla- 
nes de  tôle. 

Hélice  cylindrique, 

806.  {f^g-  109.) Traçons,  dans  le  plan  tan- 
^nt  DR,  une  droite  quelconque  DU  inclinée 
sur  la  tangente  DV.  Lorsque  le  plan  s'appH* 
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quera  sur  la  suiiace ,  la  droite  s'y  enroulera 
également ,  et  y  trace  une  courbe  nommée 
hélice  cylindrique  i  prep^int  les  arcs  DP,  DP', 
DP",  etc.,  égaux  aux  longueurs  DP,  D¥,  DF' 
prises  sur  la  tangente  D  V  ;  ^t  prenant  sur  les 
arêtes  correspondantes  du  qylindre  les  parliez 
PN,  P'N',  V'N" ,  égales  k  PU,  PW,  etc., 
les  poÎQtsN,  N',  N",  ^ppurtiendront  àeette 
courbe»  Lorsque  la  droite  DY  sera  entière^ 
ment  euroulée  autour  de  ia  oiroonféreuoe , 
alors  V  (  Fig.  log)  sera  revenu  en  D ,  et  Fou 
aura  DU'  égale  à  VU  ;  mm  o»  peut  proloui- 
ger  la  ligne  D  V  et  cooimenGer  un  seoond  en- 
roulement I  «et  la  droite  UX  U'aeera  sur  le  cy- 
lindre une  seconde  pprtion  d'héliee  UE'S'O', 
égale  et  applicable  a  la  preiniÈt*e  *  et  ainsi  de 
suite.  Chaque  portion  d'hélice  se  nomme  spire, 
et  la  distance  DU',  entr#  le  commencement  D 
et  laiin  U'  d'une  i»pire ,  S4î  nomme  hauteur  ou 
pas  de  l'hélice, 

507.  {Fig.  109O  Soient  R  le  rayon  du  cy- 
lindie ,  H  la  liaiilîe«r  DU  ou  VU  de  l'héiice , 
00  aura 

DV  •=  circonf .  R  =  2  ir  R 

tangentes  UDV  "^^^  — 5» 

UDV  est  Tangle  constant  que  fait  l'hélice  avec 
le  plan  de  la  oase  ;  lorsque  cette  ipdiuaison 
est  nulle  ,  l'hélice  devient  une  cineonferepce; 
lorsque  cet  angle  est  di'oit,  l'hélice  est  une 
droite,  de  sorte  que  la  droite  et  la  circon- 
férence sont  les  deux  limites  de  l'hélice. 

5o8.  Paoblème  ci.  Par  un  point  N"  sur 
l'hélice ,  menez  une  tangente  à  Thélice. 

Solution,  Menez  l'arête  U"P"î  par  F"  ou 
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cette  arête  rencontre  la  base ,  menez  une  tan- 
gente à  la  circonférence  de  la  base  ;  prenez 
sur  cette  taneente  une  longueur  P"T'^  égale 
à  TarcDPP'P  ,  si  c'est  la  première  spire  ;  ou 
bien  à  cet  arc  augmenté  d'une  circonférence , 
si  c'est  la  deuxième  spire  ;  de  deux  circonfé- 
rences ,  si  c'est  la  troisième  spire  ;  menez  TU"  : 
ce  sera  la  tangente  demandée,  car  TU''  sera 
la  direction  de  la  droite  enveloppante  DU. 

On  voit  donc  qu'en  chaque  point  de  l'hélice , 
la  tangente  fait  le  même  angle  avec  la  base , 
et  aussi  avec  les  arêtes  du  cylindre. 

609.  Une  hélice  est  donc  entièrement  dé- 
teiTuinée ,  quand  on  connaît  l'angle  d'in- 
clinaison UDV  ;  lorsque  deux  angles  généra- 
teurs sont  supplémens  l'un  de  l'autre  ,  on  ob- 
tient deux  hélices  égales  par  symétrie,  et  qui, 
quoique  de  même  longueur^  ne  pourront  s  ap- 
pliquer l'une  sur  l'autre  ;  les  deux  hélices  ne 
diffèrent  qu'en  ce  que  Tune  tourne  de  droite 
à  gauche  ,  et  l'autre  de  gauche  à  droite. 

5 10.  Problème  CII.  Par  deux  points  D  et 
U^'  donnés  sur  un  cylindre ,  faire  passer  une 
hélice  ? 

Solution.  Menez  l'arête  U'T"et  la  tangente 
P'^T'''  ;  si  U"  doit  être  snr  la  première  spire , 
prenez  F'T  égale  à  l'arc  DP",  et  menez  TU"  ; 
l'angle  U"T.  P"  sera  l'angle  d'inclinaison  cher- 
chée ;  si  U"  est  sur  la  seconde  spire ,  il  faut 
augmenter  T"P"  d'une  longueur  de  circonfé- 
rence. Ainsi ,  par  deux  points  pris  sur  un  cy- 
lindre ,  on  peut  faire  passer  une  infinité  d'hé- 
lices ,  le  plus  petit  angle  d'une  hélice  est  ce- 
lui qui  a  lieu  lorsque  les  deux  points  sont  sur 
une  même  spire  ,  et  alors  l'arc  d'hélice  est  le 
plus  court  de  tous  ceux  qui  passent  par  les 
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mêmes  points,  et,  en  général ,  le  plus  court 
chemin  pour  aller  d'un  point  D  à  un  autre 
TS",  sur  le  cylindre  ,  en  restant  sur  sa  surface , 
c'est  la  portion  de  première  spire  qui  passe  par 
ces  deux  points  ;  car  ce  chemin  étant  déve- 
loppé ,  devient  une  droite  DN"  {,fig-  109  ) , 
tandis  que  tout  autre  chemin  étant  déve- 
loppé 9  devient  une  courbe  passant  par  les 
mêmes  points'  D  et  N"  {fig.  109);  or,  la 
droite  est  plus  courte  que  la  courbe  ,  etc. 

Ainsi ,  l'hélice  jouit  sur  le  cylindre  de  la 
même  propriété  dont  jouit  la  droite  sur  la  sur- 
face plane  ;  l'hélice ,  le  cercle  et  la  droite ,, 
ont  encore  la  propriété  en  commun  d'avoh* 
toutes  les  parties  de  même  longueur  égales 
et  applicables ,  avec  cette  di£Férence  que  l'hé- 
lice admet  aussi  une  égalité  par  symétrie. 

5 10.  On  démontre  qu'il  est  impossible  de 
faire  passer  un  plan  par  quatre  points  sur  ia 
même  spire ,  quelque  rapprochés  que  soient 
ces  points  ;  les  courbes  qui  jouissent  de  cette 
propriété  portent  le  nom  de  courbes  à  double 
courbure  :  ainsi ,  Thélice  est  une  courbe  à 
double  courbure. 

Cônes  et  surfaces  coniques. 

5ii.  {I^'ig'  iio.)  Le  cône  est  une  surface 
engendrée  par  une  droite  SA ,  passant  con- 
stamment par  le  point  S ,  et  assujettie  à  suivre 
le  contour  du  cercle  AMNOP ,  qu'on  nomme, 
par  cette  raison,  ligne  directrice.  Le  point 
uxe  S  se  nomme  sommet  ou  centre  du  mou- 
ifement  ;  la  droite  mobile  pouvant  être  indé- 
finiment prolongée  des  deux  côtés  du  sommet, 
la  surface  qu'elle  engendre  se  compose  ^' 
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deos  parties  SAMNO ,  SA'M'N'O'  réunis  au 
point  S  ;  chaoune  de  ces  parties  se  nomme 
nappe  de  la  surface  conique  /  on  les  distin- 
gue par  les  épithètes  de  supérieure  et  din^ 
jérieura ,  d*après  leur  position  ;  chaque 
nappe  s'étend  à  l'infini  dans  l'espace  ;  lors- 
quon  ne  considère  qu'une  portion  de  nappe 
interceptée  par  le  plan  AMJNOP,  cette  ligne 
d'intersection  prend  le  nom  de  btue  »  et  la 
hauteur  du  oône  est  la  perpendiaulaire  SQ 
abaissée  du  somaaet  S  sur  la  base. 

5 12.  En  général ,  une  surface  conique  est 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite, 
qui  passe  constamment  par  un  mémo  point, 
et  qui  est  asaujettie  à  passer  par  une  courbe 
quelcoiique  qu  on  nomme  directrice* 

On  voit  donc  que  le  plan  est  une  surface  co- 
nique,  dont  la  ligue  dii'ectrioe  est  une  dix)ite  ; 
la  pyramide  est  une  surface  conique,  dont 
la  ligne  directrice  est  un  polygone. 

5i3.  (  Fig.  III.)  Le  cône  droU  est  celui  qui 
a  pour  base  un  cercle  ,  dont  le  centime  Q  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met; les  lignes  telles  que  SA  se  nomment 
côtés  du  cône,  et  la  perpendiculaire  SQ  est 
Vaxe  du  o^nes  ainsi  le  oone  droit  peut  être 
r^ardé  comme  engendré  par  Thypothénuse 
SB  d^iih  triande  rectangle  SBQ  ,  tournant 
autour  du  côte  SQ  de  l'angle  droit. 

Aire  du  cône  droit. 

Si 4*  (^ig'  m.)  En  considérant  la  cincon- 
jEércnce  AMfiA  comme  un  polygone  réj^lier 
d'une  infinité  de  petits  côtés,  le  cône  devient 
une  pyramide  régulière  dont  faire  est  égale 


sge  GÉoMéTHiE.  291 

à  là  moitié  du  côté,  multipliée  par  la  circon» 
férence  de  la  base  (4^9);  soit  donc  L  la  Ion*» 
fi^ueur  du  càté  ,  R  le  rayon  de  la  base,  et  A 
l'aire  convexe  du  cône  ,  on  aura 

A^airLR., 

Cette  proposition  se  démontre  facilement 
par  le  principe  des  limites  {  pour  abréger  ^ 
nous  avons  adopté  la  forme  mnémonique  de 
ce  principe  ;  voir  aussi  la  proposition  2  de  la 
pajsçe  27 1 . 

5i5.  Par  le  milieu  I  de  SB  ,  menons  un 
plan  parallèle  à  la  base  ,  on  aura  10  =s=  f  BQ, 
et  par  conséquent  cir.  10  *=  f  cir.  BQ  :  donc , 
l'aire  du  cône  est  égalé  à  son  côté  multiplié 
par  la  circonférence  que  décrit  le  milieu  de 

ce  côté  (5i4)- 

5 16.  Menons  par  I  la  perpendiculaire  IV  à 
SB  ;  les  triangles  lOV ,  SBQ ,  ayant  les  côtés 
perpendiculaires  (21 1}  >  sont  semblables  s  on  a 
donc 

SB!Yl:tSQ:0l5 
delà        SBtaTT.  VI::  SQ:1  ir.OIj 

on  bien  SB  t  circonf.  VI  :  :  SQ  :  clrconf.  01 5 
donc  SB  X  circonf.  01  ==  SQ  X  circonf.  VI. 
Mais  SB  X  circonf.  01  est  égale  à  l'aire  du 
cône  :  donc  cette  aire  est  aussi  égale  à  la  hau-  . 
teur  SQ ,  multipliée  par  la  circonférence  qui 
a  pour  rayon  la  partie  de  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  du  côté«  interceptée  enti^ 
ce  côté  et  Taie. 

517.  {-Fig.  112.)  Si  on  coupe  un  cône  par 
un  plan  COD  parallèle  à  la  base ,  et  qu'on  en- 
lève le  cône  supérieur  SDO  ,  la  partie  qui 
reste  se  nomme  cône  tronqué  ou  tronc  de  cône. 

5 18.  Supposons  un  tronc  de  cône  droit  | 
menons  BM  perpendiculaire  sur  le  côté  SB  , 
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et  égal  en   longueur  à  la  circonférence  QB  ; 

-  après  avoir  mené  SM ,  élevez  en  C  la  peiT)en- 

diculaire  GN ,  elle  aura  même  longueur  que  la 

petite  base  GO  ;  en  effet,  Ton  a  les  proportions 

OG  :  QB  ;  :  SG  :  SB 

GN  :  BM  :  :  se  :  SB  ; 
donc  OG  :QB::CN:BM; 

et  3  TT  .  OG  :  2  TT  .  QB  :  :  CN  :  BM  ;      / 

OU        cire.  OG  :  cire.  QB  :  :  GN  :  BM; 

or  BM  =  cire.  BQ  par  construction  :  donc 

CN=circ.OG. 

5 19.  L'aire  du  triangle  SBM  est  égale  à^ 
SB  X  BM  =  i  SB  .  cire.  BQ  :  donc  Taire  du 
triangle  SBM  est  équivalente  à  Taire  du  cône 
SBG;  de  même  Taire  du  triangle  SGN  est 
équivalente  à  Taire  du  cône  SGD  ;  il  s'ensuit 
que  Taire  du  cône  tronqué  est  égale  à  celle 
du  trapèze  GNBM,  ou  bien  à  ^  CB  (BM  +  GN) 
=  GB  (cire,  BQ  +  circ.  GO)  ;  donc,  Taire  d'un 
cône  tronqué,  non  compris  les  bases,  est  égale 
à  la  moitié  du  côté  multiplié  par  la  somme 
des  deux  circonférences ,  ou  par  le  côté  mul- 
tiplié par  la  demi-somme  des  deux  circonféren- 
ces de  ses  bases. 

520.  {J^'îg'  11^*  )  Si  par  le  milieu  I  de  GB, 
on  mène  Jn  perpendiculaire  sur  GB ,  et  un 

Ï»lan  parallèle  à  la  base ,  on  aura  IR  =  cire. 
T  ;  or ,  Taire  du  trapèze  GNBM  est  égale  à 
GB  X  IR  (a65);  donc.  Taire  du  cône  tron- 
qué est  égale  au  côté  GB,  multiplié  par  la 
circonférence  IT,  que  décrit  le  milieu  de  ce 
côté. 

521.  Soit  élevée  la  perpendiculaire  IV  sur 
GB  ,  et  abaissée  la  perpendiculau'e  GP5  les 
triangles  IVT ,  CPB  ayant  les  côtés  perpendi- 

/ 
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culaires  I  étdnt  semblables,  fournissent  la  pro- 
portion 

CB  :  IV  :  :  CP  :  IT  ; 
de  là        CB  :  9.  ff  .  IV  :  :  CP  :  a  TT  .  IT; 

OU  bien  CB  :  cire.  IV  :  :  CP  :  cire.  IT  ; 
et  CBxcirc.IT=CPxcirc.  IV==OQxcirc.IV. 
L'aire  du  cône  tronqué  est  donc  encore  égale 
à  sa  hauteur  OQ ,  multipliée  par  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  rayon  la  partie  de  la  per- 
pendiculaire élevée  sur  le, milieu  du  côté  et 
interceptée  entre  ce  côté  et  l'axe. 

Aire  du  cône  oblique. 

522.  On  ne  peut  trouver  une  expression 
simple  pour  déterminer  Taire  de  la  surface 
convexe  du  cône  oblique  ;  pour  la  pratique  , 
il  suffit  de  décomposer  la  circonférence  en  arcs 
assez  petits  pour  qu'on  puisse  sensiblement 
les  considérer  comme  des  droites  :  alors  la  sur- 
face du  cône  s'évalue  comme  celle  d'une  pyra- 
mide qui  n'est  pas  régulière  (458)  (Note  i6). 

Solidité  du  cône» 

523.  {Fig.  112.)  En  considérant  le  cône 
comme  une  pyramide  d*une  infinité  de  faces  > 
op  trouve  de  suite  que  la  solidité  du  cône  est 
égale  à  Taire  de  sa  base ,  multipliée  par  le  tiers 
de  sa  hauteur  (5i4)* 

524.  Soit  BQ  =  R,  SQ  =  H,  V  le  volume 
du  cône  SB£ ,  on  aura 

V  =  i  H.  TT  R»  =  i  ff  HR^  =  i  TT  R.  i  HR  ; 
or  cire.  IT  =  tt  R  j 

et  Y  HR  =  aire  du  triangle  SQB. 

25* 
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Donc  la  solidité  du  côûe  droit  €st  égale  à 
Taire  du  triangle  générateur ,  multiplié  par  les 
Y  de  la  circontérence  que  décrit  le  milieu  du 
côté. 

SoUditi  du  cône  tronqué. 

5d5.  {Fig,  112.)  La  solidité  du  cône  tron- 
qué CDBË  est  égale  à  celle  du  cône  SBE, 
moins  celle  do  cône  SDC  ;  la  solidité  du  cône 
SBE  est  équivalente  à  celle  d'une  pyramide 

qui  aurait  même  hauteur  que  le  cône,  et  une 
base  équivalente  (4^3)  ;  si^  à  uuft  distance  du 
sommet  de  cette  pyramide ,  égale  à  SO  ^  on 
mène  un  plan  parallèle  à  sa  base,  on  obtient 
une  section  équivalente  à  Taire  du  cercle  CD  : 
donc  la  solidité  de  la  petite  pyramide  sera 
équivalente  à  celle  du  petit  cône  j  et ,  par 
conséquen|t ,  la  solidité  du  tronc  est  égale  à 
celle  du  tronc  de  pyramide  ;  soi t  donc 

R  le  rayon  BQ  de  la  gi^ande  base, 
r  le  rayon  CO  de  la  petite  base , 
H  la  hauteur  OQ  du  tronc  de  cône, 
S  sa  solidité  ; 

on  auras  «^H  ir  (R«-f  r=»H*Rr)  (485). 

Voir  la  première  proposition  de  la  page  27 1 . 

Cônes  semblables* 

526.  Deux  cônes  droits  sont  semblables  lors- 
que leurs  rayons  sont  proportionniels  aux  hau- 
teurs; de  cette  définition  Ton  conclut,  1°  que 
les  aires  des  cônes  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés,  soif  '^'»«  «avons,  soit  des 
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hauteurs,  soit  des  côtés;  2^  que  Jes  solidités 
sont  entre  elles  comme  les  cubes  de  ces  mêmes 
lignes  ;  pour  le  démontrer ,  on  fera  les  mêmes 
raisonnemens  que  pour  les  cylindres  semblable» 
(5oo). 

Sections   du  cône  par  un  plan  ;   et  planf 

tangens. 

527.  {JFïg  1 13.  )  En  coupantie  cône  SABGD 
par  un  plan  parallèle  à  la  base,  la  sectiCHi 
A!B'XjD'  est  unecourbe  semblable  à oettebase; 
car  en  menant  par  le  sommet  un  plan  SBD  , 
il  cûupera  le  cône  suivant  les  droites  SB ,  SI>, 
et  Us  plans  suivant  les  droites  parallèles  VDf, 
BB  :  on  a  donc  la  proportion 

BD:B'iy::SBîSB'::SC:SC'; 

par  conséquent^  le  rapport  de  BD  à  B'D'  est 
constant ,  de  quelque  manière  qu'on  mène  le 
plan  coupant;  doncles  droites  homologues  sont 
proportionnelles  dans  ces  courbes;  elles  sont 
donc  semblables. 

5^8.  Si  on  conçoit  que  le  plan  SBD  tourne 
autour  de  SD,  jusqu'à  ce  que  la  ligne  Bl) 
devienne  tangente  à  la  courbe  ABGD ,  alors  le 
plan  passant  par  Taréte  SD ,  et  par  la  tangente 
V'DV  ,  sera  tangent  au  cône  -y  on  le  démontre 
comme  au  n""  5oi. 

529.  Si  on  mène  par  le  sommet  S  du  cône 
un  plan  IT  de  manière  qu'il  passe  en  Ire  les  deux 
nappes,  et  n'ait  que  ce  point  de  commun  avec 
elles  ,  alors  tout  plan  parallèle  à  celui-ci  ne 
pourra  couper  qu  une  seule  nappe  ,  car  il  ne 
peut  reucontrer  l'autre  nappe  sans  passer  p^ 
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le  plan  II' ,  ce  qui  est  impossible  ;  de  plus,  au* 
cune  arête  ne  saurait  être  parallèle  à  ce  plan  ; 
il  les  rencontrera  toutes ,  et  la  section  sera  par 
conséquent  une  courbe  fermée. 

530.  (I^îff'  1 14*)  Sî  on  mène  par  le  sommet 
du  cône  S  un  plan  SBD  ,  tel  qu'il  coupe  le 
cône  suivant  deux  élémens  SB ,  SD,  tout  plan 
BCD  parallèle  rencontrera  les  deux  nappes  du 
cône ,  et  formera  dans  chacune  une  courbe  ou- 
verte dont  les  branches  s'étendront  à  l'infini 
avec  le  cône  ;  en  effet ,  les  deux  élémens  SB , 
SD  ne  pourront  rencontrer  le  plan ,  puisqu'ils 
lui  sont  parallèles  ,  mais  toutes  les  arêtes  si- 
tuées entre  SBD  et  C  le  rencontrent  sur  la 
nappe  inférieure  ;  et  les  arêtes  qui  sont  de  l'au- 
tre côté  du  plan  SBD  le  rencontrent  sur  là 
nappe  supérieure  \  ces  courbes  ne  peuvent  se 
fermer,  puisqu'il  y  a  deux  arêtes  vers  lesquelles 
elles  s'approchent  sans  cesse ,  sans  pouvoir 
jamais  les  atteindre. 

53 1.  {Fig,  ii5.  )  Si  on  mène  par  le  sommet 
du  cône  S  un  plan  tangent  SDV V';,  tout  plan 
parallèle  ne  coupera  qu'une  seule  nappe  du 
cône  suivant  une  courbe  ouverte  D'CË  ,  qui 
se  prolongera  à  l'infini  avec  le  cône ,  sans  pou- 
voir jamais  se  fermer;  car,  à  l'exception  du  seul 
élément  SD ,  tous  les  autres  élémens  rencon- 
treront le  plan.  ^ 

532.  Ainsi,  selon  que  le  plan  passant  par  le 
sommet  aura 

i<>  Ce  point  seulement  en  commun  avec  la 
surface  ; 

9.**  Deux  droites  en  commun  avec  la  surface  j 
3**  Une  droite  en  commun  avec  la  surface. 
Le  plan  coupant  parallèle  donnera 
i"  Une  courfce  fermée  j 
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2°  Une  courbe  à  deux  branches  ouvertes , 
infinies  ; 

3°  Une  courbe  à  une  branche  ouverte,  in- 
finie. 

533.  En  raisonnant  comme  on  a  fait  pour 
le  cylindre ,  on  prouve ,  i®  que  les  surfaces  co- 
niques sont  développables;  2*'  que  le  plus  court 
chemin ,  pour  aller  d'un  point  à  un  autre ,  est 
la  ligne  qui  devient  une  droite  dans  le  déve- 
loppemeut ,  et  cette  ligne  est  encore  à  double 
courbure  (5o5)  ;  3®  il  est  facile  de  résoudre 
pour  le  cône  les  problèmes  analogues  à  ceux 
dont  la  solution  a  été  donnée  pour  le  cy^ 
lindre  (5oi). 

Surfaces  de  révolution, 

534*  Nous  avons  vu ,  i"^  qiie  le  plan  est  en- 
gendré par  le  mouvement  d'une  droite  qui 
tourne  autour  d'une  di^oite  fixe  qu'elle  ren- 
contre à  angle  droit  ;  2°  que  le  cône  droit  est 
engendré  par  le  mouvement  d'une  droite  qui 
tourne  autour  d'une  di*oite  fixe  qu'elle  ren- 
contre sous  un  angle  qui  n'est  pas  droit  ; 
3°  que  Je  cylindre  est  engendré  par  le  mou- 
vement d'une  droite  qui  tourne  autour  d'une 
droite  fixe  «  qu'elle  ne  rencontre  qu'à  l'infini , 
à  laquelle  elle  est  parallèle  ;  daos  ces  trois 
cas  ,  la  ligne  mobile  est  droite  ;  en  y  substi- 
tuant une  ligne  brisée  ou  courbe ,  et  la  fai- 
sant tourner  autour  de  l'axe  fixe ,  on  engendre 
des  surfaces»  connues  sous  le  nom  de  surfaces 
de  révolution.  Il  n'est  pas  nécessaire  que  la 
ligne  mobile  soit  plane  ;  elle  peut  être  à  double 
courbure  ;  et ,  lorsqu'elle  est  plane  ,  l'axe  peut 
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être  sitaé  hoi*s  de  ce  plan  ;  on  en  a  on  exem- 
ple dans  J*hyperboloïde  de  révolution»  Voici 
comment  cette  surface  est  engendrée  {jig,  116): 
soient  AB,  CD,  £F,  un  système  de  deux 
droitesparallèlesetd'uneperpendiculaire  com- 
mune £F;  AB  et  CD  sont  donc  dans  un  mê- 
me plan  {  faites  tourner  CD  autour  de  £F  » 
de  manière  quelle  prenne  une  position  KL, 
mais  toujours  'perpendiculaire  à  £F;  alor« 
elle  n'est  plus  avec  AB  dans  un  même  plan  ; 
maintenant»  AB  restant  fixe,  que  £F  tourne 
autour:  elle  emportera  avec  elfe  la  ligne  RL, 
qui  fesant  toujours  le  même  angle  avec  Taxe , 
en  sera  toujours  éloignée  de  EF  (Note  17), 
et  dont  tous  les  points  décriront  des  circonfé- 
rences dont  la  réunion  forme  une  surface  qui 
a  été  nommée  hyperboloïde  de  révolution 
(fig*  117)9  parce  qu  elle  est  la  même  que  celle 
qu^engendre  une  hyperbole  LMN,  tournant 
autour  de  son  axe  transverse  BAB'. 

535.  [Fig,  118.)  On  nomme  surface  annu-^ 
laire  celle  qui  est  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'un  cercle  tournant  autour  d'une 
droite  fixe  située  dans  son  plan. 

536.  Lorsque  la  droite  fixe  est  un  diamètre» 
la  surface  annulaire  prend  le  nom  de  sphère  : 
ainsi ,  la  sphère  est  une  surface  engendrée  par 
une  circonférence  ou  une  demi-circonférence 
AMB  tournant  autour  de  son  diamèti-e  AB 
(fig'  i'9)  î  ^on%  allons  étudier  les  propriétés 
de  la  sphère  ;  c'est  la  plus  simple  des  sur- 
faces de  révolution ,  engendrées  par  des  lignes 
courbes. 
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Sphère» 

537.  Tous  les  points  de  sa  surface  sont 
également  éloignés  du  milieu  0  du  diamètre  ; 
ce  point  0  se  nomme  centra  de  la  sphère  \ 
les  droites ,  telles  que  ON  «  qui  vont  du  cen- 
tre à  la  surface  ,  se  nomment  rayons.  11  est 
évident  que  tous  les  rayons  sont  égaux. 

538.  Une  droite  ne  peut  couper  une  sphère 
qu'en  deux  points  (m).  On  nomme  corde  la 
droite  qui  réunit  deux  points  d'une  sphère  ; 
lorsque  la  corde  passe  par  le  centre  ,  elle  se 
nomme  diamhtre  ;  il  est  évident  que  tous  les 
diamètres  sont  égaux ,  et  que  le  diamètre  est 
la  plus  grande  des  cordes. 

539.  La  section  d'une  sphère  par  un  plan 
est  un  cercle  ;  car  tous  les  points  de  la  section 
étant  également  éloignés  du  centre  de  la 
sphère  ,  forment  une  circonférence  (359)  »  ^^"^ 
les  rayons  qui  vont  à  cette  circonférence  for- 
ment un  cône  droit  dont  Faxe  est  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  la  sphère  au  centre  de 
la  circonférence  ;  le  rayon  de  la  section  est 
toujours  plus  petit  que  celui  de  la  sphère  ,  et 
elle  se  nomme  petit  cercle,  lorsque  le  plan 
coupant  ne  passe  pas  le  centre  ;  lorsqu  il  y 
passe,  la  section  est  un  grand  cercle.  Par 
deux  points  donnés  sur  la  sphère  passent  une 
infinité  de  petits  cercles  et  un  seul  grand 
cercle. 

Deux  grands  cercles  se  coupent  toujours 
suivant  un  diamètre  de  la  sphère. 

â4o.  Un  plan  mené  par  Textrémité  d  un 
rayon  ,  perpendiculairement  à'  ce  rayon  >  est 
iaug9i^t  à  la  sphère  f  euàt  tous  Us  point» 
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étant  plus  éloignés  du  centre  de  la  sphère 
que  ce  point  de  contact ,  sont  nécessairement 
hors  de  la  sphère. 

54  î*  L'angle  que  forme  un  plan  tangent 
avec  un  petit  cercle  passant  par  le  point  de 
contact ,  est  égal  ou  supplémentaire,  à  l'angle 
que.  forme  le  rayon  qui  passe  par  le  point  de 
contact,  avec  la  perpenaiculaire  abaissée  du 
centre  sur  le  plan  du  petit  cercle  (4o2). 

542.  Tous  les  plans  tangens  menés  à  la 
sphère  par  les  points  d'un  petit  cercle ,  sont 
également  inclinés  sur  son  plan  (540  >  ^^  leurs 
intersections  forment  un  cône  droit ,  qui  a  les 
mêmes  plans  tangens  que  la  sphère ,  et  ce 
cône  est  tangent  à  la  sphère  ;  il  devient  un 
cylindre  lorsque  les  points  de  contact  foi*ment 
la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

En  développant  ce  cylindre ,  la  circonfé- 
rence se  développe  suivant  une  droite  ;  donc 
le  petit  arc  de  grand  cercle  qui  passe  par 
deux  points ,  mesure  le  plus  court  chemin 
pour  aller %d'un  de  ces  points  à  l'autre,  sans 
quitter  la  surface. 

543.  Réciproquement ,  par  un  point  donné 
hors  de  la  sphère ,  on  peut  donc  mener  une 
infinité  de  plans  tangens  à  la  sphère,  et 
leurs  intersections  forment  un  cône  tangent  à 
la  sphère.    ' 

Zone  spTiérique  à  une  base;  son  aire* 

544-  (^<^-  120.)  La  portion  de  surface 
sphérique  engendrée  par  l'arc  AM'^  du  dia- 
mètre AB  f  se  nomme   zone  sphérique  ;    le 
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cercle  décrit  par  la  perpendiculaire  P>^M»^  est 
sa  base. 

545.  Après  avoir  divisé  Tare  AM'^  en  par- 
ties égales ,  soient  menées  les  cordes  AM , 
MM',  M'M'',  et  abaissées  du  centre  O  les  per- 
pendiculaires 01 /'Or,  or'. . .  Supposons  que 
le  polygone  équilatéral  tourne  avec  Tare  cir- 
conscrit autour  du  diamètre. 

La  corde  AM  engendre  un  cône  dont  Faire 
est  égale  à  AP  X  cir.  OI(52o). 

La  corde  MM'  engendre  un  cône  tronqué 
dont  Taire  est  égale  a  PF  X  cir.  01'  (5a  1). 

La  corde  M'M"   engendre   un    cône   dont 
l'aire  est  égale  à  FP"  X  cir.  01" .  Et  ainsi  de 
suite. 
Or,  01  =  01' =  01"  =  01"... 

Donc  Taire  de  la  surface  engendrée  par  le 
polygone  équilatéral  inscrit ,  sera  égaie  a 

cir.  01  (AP+PF  +FP"  +  F'P^ .  )  =^ 

=  cir.OIxAP'^. 

L'aire  de  la  zone  est  évidemment  plus  grande 

que  Taire  engendrée  par  le  polygone;  plus 

le  nombre  des  côtés  de  celui-ci  augmente  ,  et 

moins  il  difiere  de  Tare ,  et  moins  01  diffèi*e 

du  rayon  de  la  sphère.  En  circonscrivant  un 

polygone ,  on  trouvera  que  Taire  de  la  zone 

est  plus  petite  que  celle  de  la  surface  qu'il 

engendre;  employant   donc  le  principe  des 

limites  ,  on  prouve  que  Taire  de  la  zone  est 

égale  à  sd  hauteur  AP'^   multipliée  par  la 

circonférence  d^un  grand  cercle  de  la  sphère. 

Ainsi  »oit  AP'^ =H  =  hauteur  de  la  zone, 

OM  =  K  =  rayon  de  la  sphère , 

S  =  aire  de  la  zone , 

D  =:  2  R  =  diamètre  ; 
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oa  aura  S  s  3  irRH =!2  n  RR  sin.  vers,  arc  s:^ 

==27rR>siQ.  vers.  arca= sin.  vers.  arça  = 

ss4^^'  sî°-  'f^/ofi  a  désigné  l'arc  par  a. 
Exemple,  soit  R  =s  1 6»  ^ 

H  =  5™ 

^  22 

fr=t— ; 

7 

onauraS=i  — x5o=^i^=:=3i4-«f. 

7  7 

) 

^one  là  lieiijr  bases  f  son.  airSé 

546.  (i^f)^«  120.)  La  zone  à  deux  bas«s  est 
une  portion  de  la  surfaca  sphériou» ,  décrite 
par  lare  MM'»  tournant  autour  au  diamètre 
AB  ;  PM  est  le  rayon  de  la  petite  base,  et  PM' 
celui  delà  grande  base  ;  Taii'e  de  cette  zone  est 
égale  à  Taire  de  la  sone  ÀM,  moins  Taire  de  la 
zone  AMi  oi  Faire  de  la  zone  AM=^APcirc.OM, 

AM^APcii-cOM; 
donc  aire  zone  MM'  «rcirc.OM  (  AP'— AP)= 
as  cire.  OM  X  PF  ;  orPF  est  la  distance  entre 
les  deux  bases,  ou  la  hauteur  delà  loue:  ainsi 
Taire  d'une  »one  à  deux  bases»  et  pai*  conséquent 
d'une  zone  quelconque,  est  égale  à  sa  hauteur 
multipliée  par  la  drconférence  d'un  grand 
ci^rcte  f  d'où 

Aa*4ifR*(sin-4^~8»n-^l*)« 
=c4 ir  R^  sin.f  («+*)  sin.  f  (a— A)  =: 
=rSsin.  i  (a^è^)  sin.  J  (a  —  *)*= 
S  ^ 

ss-^  <(  oos»  i  ti»**  Gos,  «  }: 
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oha,  b  désignent  les  arcs  générateurs,  S  Taire 
de  ia  sphère  ;  et  A  celle  de  la  zone  (  table  8 
form.  37  ). 

jiire  de  la  sphère. 

547.  L'aire  de  la  surface  engendrée  par  la 
demi-circonférenoe  AMB ,  ou  Taire  de  la 
sphère  ,  est  égale  à  Taire  engendrée  par  Tare 
AM'^,  plus  celle  engendrée  par  Tare  ÈM'^  ; 

or ,  aire  sone  AM»^  =  AP'^  cire.  OM  (  546  )  ; 
BM    =  BP'v  cire.  OM  j  donc 

aire  de  la  sphère  =  cire.  OM  (  AP*^  +  BP"  )  = 

=  circ.  OM.  AB. 
Ainsi ,  Vaire  iTune  sphère  est  égale  à  son 
diamètre  multiplié  par  la  circonférence  d'un 
grand  cercle. 
Soit  R  =  rayon , 

D  =  2  R  =  diamètre, 
S  =  aire  de  la  sphère  ; 
on  aura  S  =  2R.  aw  R  =:4tR'  = 

=  4»^-  (— )  =7rl)='. 

Exemple,  SoitR  =  lo™  ;  et  D  =20™  ; 

^       22              22.400      8800  -.-       . 

S  =  —-.20^  =  — -^— = =  1255™™  f 

7  7  7 

548.  Soit  encore  R  =  i432  lieues  de  2280 

toises  ;  c'est  la  longueur  du  rayon  terrestre  , 

sous  la  latitude  de  45''  ;  on  a  alors  D  =  2864  ; 

log.  D  =  3,4569730 

log.D*=:  6,9139460 

log.  ir  =  04971499 

log.  7:0^  =  7,4^0959  = 

ss  log.  25769000  environ. 
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Donc  la  terre ,  considérée  comme  sphère ,  a 
environ  :i5, 7 69,000  lieues  carrées  de  surfaîce. 

Les  zones  glaciales  sont  des  zones  à  une  base 
décrite  par  des  arcs  de  23°  28'  ; 

or,     N  log.7rD»  =  7,4110959 

log.  sin.  V.  cire.  =  0,9175480  —  2 

log.  ^  ]>  sin.  vers.  =:  6,3^86439 
log.  2  =  o,3oio3oo 


,       TT  D' sîn.  vers.       ^        ^  • 
Jog. =36,0276139  = 

=  1065700  environ. 

Donc  les  deux  zones   glaciales  renferment 
2 1 3 1 4oo  lieues  carrées. 

Les  zones  tempérées  sont  des  zones  à  deux 
bases  engendrées  par  un  arc  de  ^^,  4'- 

L'aire  d'une  zone  tempérée  est  égale  à  l'aire 
de  la  zone  de  ^^"^ ,  32' ,  moins  l'aire  de  la  zone 
de  23°  .  28'  ; 
or      log.  sin.  vers,  ^^^.  32' =  0,7794410 —  i 

log. =7,1100559 
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log. sin.  V.  ^Çi""  .32'  =  6,8895069  = 

2 

=:  7753600  environ. 
Les  deux  zones  tempérées  renferment  en- 
semble 1 5507200  lieues  carrées;  retran- 
chant Us  zones  glaciales  et  tempérées  de  la 
sphère  totale ,  il  reste  pour  la  zone  torride 
8i3o4oo  ;  en  résumé; 

2  zones  glaciales  =    2 1 3  i4oo  lieues  carrées. 
2  zones  tempérées  =:  i55o62oo 
zone  torride  =    8]3o4oo 
globe  entier  =  25769000 


Ainsi ,  à  peu  près ,  les  zopes  glaciales  pren- 
nent les—  du  ^lobe  ,  moins  que  —  ; 

Les  zones  tempérées  prennent  les  ^f  du 
globe,  =  f 

La  zone  tornde  prend  les  -^  du  globe ,  moins 
que7. . 

Secteur  sphérique  ;  sa  solidité, 

549.  (  Fig.  120.  )  On  nomme  secteur  sphé- 
rique le  soli(Je  engendré  par  la  révolution  du 
secteur  circulaire  AOM  ,  autour  du  rayon  AO. 

Inscrivons  dans  Tare  un  polygone  équila- 
téral  AMM'  M"  M'"  M»^,  et  menons  les  rayons 
OM,  OM',  OM"... 

Le  triangle  AMO ,  par  sa  révolution  autour 
de  AO ,  engendre  deux  côned  ayant  le  cercle 
PM  pour  base  commune  ;  or.  Ton  a  solidité  du 
cône  engendré  par 

APM  =  J7r.AP.PM«.  (523), 

0PM=:i7r.0P.PM».; 
d'où  solidité  du  cône  engendré  par  AMO=: 
=  ^ff.PM»(AP+P0)=:i7r.PM^A0. 

Mais  AO  X  PM  et  01.  AM  expriment  le 
double  de  Faire  du  triangle  AOM  ;  on  peut  donc 
remplacer  une  expression  par  l'autre^  et  il 
vient,  solidité  du  cône  engendré  par  AMO  = 
=  f7r.PM.  OL  AM  =  Ï7r.PM,0I.  AL 

Les  triangles  semblables  APM ,  AIO ,  don- 
nent la  proportion  « 

AI:OI::AP:PM; 

d'où  AïxPM=0I.AP5 

et ,  par  conséquent ,  solidité  du  cône  engendré 
parAMO  =  f  TT.  AP.OK 

(Fis.  120  bis.)  Prolongeons  la  corde  MM' 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  le  diamètre  B  en  N; 

26* 
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par  le  point  I ,  milieu  de  MN ,  abaissons  sur  le 
diamètre  la  perpendiculaire  IK,  et  menons  la 
parallèle  M'R  ;  le  solide  décrit  par  le  triangle 
M'ON  est  égal  à  la' différence  des  solides  dé- 
crits par  les'  ti*iangles  WON ,  MON  ; 

Or ,        solide  M'ON  =  -^  tt  .  ON .  FM'%  • 
solide  MON  =  j  tt  .  ON .  PM«  : 

doncsolideM'OM  =1»  .ON .  (FM'»— PM«^= 

=i7r,ON.(P'M'4-PM)(FM'— PM};' 
mais  P'M'+PM  =  2rKj  FM'— PM;;=IUM['  : 

^  solide  M'OM  =  ^  n.  ON  .  al'K.  RM' »= 
=xf7r.0N.rK.RM'. 
Â  cause  du  triangle  rectangle  OI'N ,  oa  a 
la  proportion 

ON:0r;:  OFtOK; 
de  plus ,  les  triangles  semblables  MRM'i  OKI' 
donnent        M'R  ;  MR  ;  :  OK  :  l'K. 
Multipliant  les  proportion»,  il  vient    , 

ON  .  M'R  :  or.  MR  :  :  01'  :  l'K  ; 

d'dti     ON .  M'R .  rKc=OI'^ .  MR. 

Ainsi  9n  a 

solide  M'ON  =:  4  TT .  MR .  01^  =  î  TT ,  PF.  01'». 

Oo  trouvera  de  même  {Jîg.  120) 
solide  M  "OM's=  ^K  PT'.  oT",  et  ainsi  de  suite. 
Et  conume  01  =  01' =  01",..,  on  aura 
solide  engendré  pai*  le  polygone  inscrit  équi- 
latéral  =  |  tt  01»  (  AP'  +  P'P"  +  F'  H-  . . .  )  = 
53=^77  01^  AF^ 

Désignant  par  S  la  surface  engendrée  par  le 
polygone ,  et  par  V  son  volume,  nous  aurons 
S  =  cir.    01 .    AFv=ï  «  01.  AP'^  (545)  : 
donc  V=40J.  S. 

Ainsi,  le  solide  est  égal  à  sa  surface  multi- 
pliée par  le  tiers  du  rayon  inscrit.  Cette  con- 
clusion ne  dépendant  pas  du  nombre  descôt^s. 


1 
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il  s'ensuit  que  la  solidité  du  secteur  sphérique 
est  égale  à  l'aire  de  la  zone  AMM',  multipliée 
par  le  tiera  du  rayon. 

On  parvient  de  suite  à  ce  résultat  en  consi-* 
dérantle  secteur  comme  un  assemblage  d*une 
infinité  de  cônes  droits,  ayant  tout  le  centre 
de  la  sphère  pour  sommet  et  pour  base  de 
petits  cercles  décrits  sur  la  base  ou  $epteim 

Soit  Kfs rayon  de  la  sphère;  H  =  AP'^  = 
la  hauteur  du  zone  ;  Y  =  volume  du  secteur  $ 
on  aura 

V=i  ir  R^  H=«î  ir  R».  JR  sio.  vers.  AMM'  = 

=  iTT  R3.  sin.  vers.  AMM' .=  Itt  R3  sin.^i  AMM', 

Solidité  de  la  sphère* 

5ilô.  La  solidité  de  la  Sphère  est  égale  à  la 
somme  des  solides  engendrés  par  les  secteurs 
AOM«^  et  BOM»^:  donc  elle  est  égale  à  la  sur- 
face de  la  Sphère  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon. 

SoitR  le  rayon  de  la  sphère ,  D  le  diamètre» 
y  son  volume  «  on  aura 

Le  globe  terrestre  contient  i,o8o  quadril- 
lions de  mètres  cubes  ,  et  pèse  5,4oo  se:itillions 
de  kilogrammes  (Desdouits,  géom.,  p.  Soi). 

Segment  à  une  hase  ;  solidité, 

55 1.  Le  segment  à  une  base  est  le  so- 
lide engendré  par  la  révolution  du  segment  cir- 
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culaire  ÂP^^  M'^  autour  du  rayon  AO;  laper- 
peudicuiaire  P*^  M'^  décrit  la  base  ;  la  solidité 
de  ce  segment  est  égale  au  solide  engendré  par 
le  secteur  OAM'^ ,  moins  le  cône  engendré  par 
le  triangle  OP'^  M",  ou 

solide  AP'v   M*^  =  solide  OAM'^  — 

solide  OP»^  M'v. 
Faisons   OA  =  R  j  AP'^=  H  $  P'^  M»'  =  y; 

OP'^  =  B— H, 
nous  aurons 

solide  0AM'^=f7rR»H, 

solideOP'^M'^=^ir^«{R  —H)  ;    ^ 
d'où 
solide  AP'^  M'^  =  i  TT  R>  H — i  TT  R^»  + 1 TT  %». 

La  corde  AM»*^  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  2R  et  le  segment  AI  :  donc 
2RH  =  AM'^^=j^^4-H^  delà 
solideAD«vM'^=i3rR.2RH— iwR^'+iTrUr» 

=  firR(^^+HO— IttR^' 

aRH  +  ^TrHr'j 

Or  ,  TT^*  est  l'aire  de  la  base  5  ^  tt  H^  est  la  so- 
lidité d'une  sphère  qui  aurait  pour  diamètre  H 
(55o). 

Donc  la  solidité  cTun  segment  sphérique  à 
une  base  est  égale  à  sa  hauteur  multipliée  par 
la  moitié  de  la  base ,  plus  la  solidité  d'une  sphère 
qui  a  cette  hauteur  pour  diamètre. 
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Segment  sphérique  à  deux  bases  /  sa  solidité, 

55i\  Ce  segment  sphérique  est  le  solide 
compris  entre  deux  sections  parallèles  faites 
dans  la  sphère  ;  PM  est  le  rayon  de  la  petite 
base ,  et  P*^M«^  celui  de  la  grande  base. 

Soit  T  la  sol|dité  cherchée  ;  et  soient  H'  = 
AP'V;H=AP;PM=j-,P'vM'^=/;onaura 

T  =  f7r(Hy»^Hj^»)+i7r(H'3-H3); 

or^aR^r-"    ^      =^â^ — (444)  î 

d  où  H^»— Hy»= HH'«  —  H'H»  ; 

par  conséquent , 

T=i-7r(H'— H){y»+r)— 7^  (HH'»-H'»)+ 

=  ^;r(H'-)(y^+j^)+i7r(H'3  — 3  H'»  H  + 
-f-3H'H«— H3), 

Mais  H'  —  H  =  PP'^ ,  tty ,  Try^ ,  sont  les 
aires  des  bases  ;  d'où  la  solidité  du  segment 
sphérique  à  deux  bases  est  égale  à  sa  hauteur 
multipliée  par  la  demi-somme  de?  bases ,  plus 
la  solidité  d'une  sphère  qui  a  c9tté  hauteur 
pour  diamètre. 

Fuseau  sphérique  ;  son  aire. 

553.  {Fig.  121.)  Deux  grands  cercles  AMBM', 
ANBN',  coupent  la  surface  de  la  sphère  en 
quatre  parties ,  dont  deux  opposées  sontégales; 
chacune  de  ces  parties  se  nommeyU^eatt  sphé" 
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rique  ;  par  le  centre  O  menons  un  grand  cer- 
cle OMN ,  perpendiculaire  au  diamètre  com- 
mun AB,*  Tare  MN  mesure  l'angle  dièdre 
formé  par  les  demi-cercles  AMB ,  AJNB  ;  l'aire 
du  fuseau  est  contenue  dans  l'aire  de  la  sphère 
autant  de  fois  que  l'arc  MN  est  contenu  dans 
sa  circonférence  ;  désignons  donc  par  A  le 
nombre  de  degrés  de  Tare  MN  ;  par  F  ,  Taire 
du  fuseau ,  et  par  S  l'aire  de  la  sphère  \ 
on  aura  A  :  Sôo*»  «:  F  :  S  ; 

d'où  F  =  S.A-. 

36o» 

Soit ,  par  exemple ,    A  =  90°  ;    alors  F  = 

90° 
S .'  r^  ~  i  S  5  ce  qui  est  évident. 


Onglet  sphérique  ;  sa  solidité. 

554.  {Fig,  121.  )  On  nomme  onfflet  sphéri- 
que ,  la  pai*tie  du  solide  de  la  sphère  inter- 
ceptée entre  les  plans  des  demi^cercles  AMB  , 
A]\B  ;  conservant  les  mêmes  notations  qu'au 
n"  précédent  et  désignant  par  0  la  solidité  de 
l'onglet ,  par  V  celle  de  la  sphère  , 

36o° 
on  aura  é%îdemment  0  =  V  . r 

A 

et  O  3=  7  R .  F ,  où  R  est  le  rayon  de  la  sphère. 
Ainsi ,  la  solidité  de  l'onglet  est  égale  à  Taire 
du  fuseau  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  ;  ce 
qu'on  pouvait  conclure  à  priori. 
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Triangle  sphérique  ;  son  aire. 

555.  ( Fig.  lai.  )  Trois  plans  de  srands cer- 
cles AMBM%  ANBN' ,  MNMW ,  coupent  la 
surface  delasphère  en  huit  parties  ;  chacune  se 
nomme  triangle  sphérique.;  ces  huit  parties 
sont  : 

i^'ANM,  BNM; 

a»  ANM' ,  BNM'  ; 

3«AW'M',BN'.M; 

4oAN'M,BN'M. 

Ce  qui  donne  huit  triangles  sphérigues , 
dont  la  somme  des  aires  est  égale  à  celle  de 
la  sphère. 

556.  Les  trois  diamètres  AB  ,  MM' .  NN'  -, 
forment  aussi  huit  angles  solides  trièdet ,  et 
les  angles  opposés  par  le  sommet  sont  égaux 
par  symétrie. 

Soient  menés  le$  trois  rayons  ON ,  OM  , 
OA ,  ils  forment  trois  ansles  plans  et  trois  an- 

Î[les  dièdres;  les  angles  plans  sont  mesurés  par 
es  arcs  AN ,  AM ,  MN  ou   côtés  du  triangle 
sphérique  AMN. 

L'ansle  A  désigne  Fangle  dièdre  formé  par 

le  plan  AOM ,  AON 
M  MOA ,  MON 

N  NO  A,  NOM. 

Ainsi,  dans  tout  triangle  sphérique  les 
côtés  mesurent  les  angles  J>lans  ,  tandis  que 
ses  angles  sont  des  angles  aièdres  d'un,  angle 
solide  formé  par  des  rayons  qui  aboutissent 
aux  sommets  ;  il  suit  de  là  que  toutes  les  pro- 
priétés des  angles  solides  triàdres  se  rappor- 
tent aux  triangles  sphériques ,  en  mocunar^ 
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seulement  les  dénominations  ,  et  que  tous  les 
problèmes  résolus  et  tous  les  calculs  que  nous 
avons  faits  sur  les  angles  solides  se  rapportent 
aussi  aux  triangles  sphériques;  par  conséquent , 
il  suffit  de  connaître  trois  des  six  choses  qu'on 
considère  dans  un  triangle  sphérique  ,  -pour 
construire  et  calculer  les  trois  autres*  Le  cal- 
^cul  des  triangles  sphériques  et  des  angles  so- 
lides est  donc  une  seule  et  même  opération. 
Comme  le  principal  usage  des  angles  solides  a 
lieu  en  astronomie  ,  où  Ton  rapporte  tout  à  la 
sphère  ,  il  s'en  est  suivi  que  le  calcul  des  an- 
gles solides  a  reçu  le  nom  de  trigonométrie 
sphérique, 

557.  Deux  trièdres  symétriques  peuvent  S6 
décomposer'  chacun  en  trois  trièdi*es  égaux  , 
chacun  à  chacun  par  application  (437)  ;  de 
là  on  conclut  que  deux  triangles  sphériques 
symétriques  peuvent  chacun  se  décomposer 
en  trois  triangles  sphériques  égaux  par  ap- 
plication ;  donc  ces  deux  triangles  sphériques 
sont  équivalens  eu  surface  (^y^.  121);  ainsi 
Ton  a 

ANM  =  BN'M' 
AM'N'=:  BNM 
BN'M  =  ANM'     . 
BNM'  =  AN'M  ; 

donc  ANM+AM'N'  +  BN'M+BNM'  f=  -  : 

a 

où  S  désigne  la  sunface  de  la  sphère. 

558'  (i%.  121;)  Le  fuseau  ANMB  est 
égal  à  la  somme  des  deux  triangles  sphériques 
NAM ,  BNM  ;  mais  le  triangle  BNM  est  équi- 
valent à  son  symétrique  AM'N  ; 
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donc  NAM  +  AJM'N'  =  S.  r^  (553  )  ; 

,      '         000" 

par  les  mêmes  raisons ,  l'on  a 

ANM+BNM'  =  S.r?-, 

ooo" 

.AMN+BN'M=S.  J^î 

ajoutant  ces  équations,  il  vient 

3  ANM + AM'N'  +  BNM'  +  ENT»  = 


=  S. 


/A+M+N\ 


mais  ANM  +  AM'N' + BNM'  +BN'M  =-  ; 

.-nx^i^    S     ^  A+M+N 

donc      îi.ANM+-  =  S , 

a  36o'* 

.itMi^T      S/A+M+N        \ 

4V     180*»  / 

_S/A+M+N— iSo'^X 

Pour  avoir  donc  Yaire  cPun  triangle  sphé- 
rique,  il  faut  ôter  i8o«  de  la  somme  de  ses 
angles  ,  diviser  le  reste  par  i8o*>,  et  multiplier 
le  quotient  par  le  quart  de  la  surface  ae  la 
sphère.  (Note  i8.  ) 

559.  Le  triangle  sphérique  tri-rectangle  est 
celui  qui  a  ses  trois  angles  égaux  chacun  à  un 
angle  droit  :   désignant  son   aire   par   S'  ou 

^,      S /and  —  i8o\       S    90        S 
aura    o'  =  -(  -^— )  =  7.-5-^=0' 
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ri-rectangte  nutant  de  fois  que  l'angle  droit 
-'  — '— u  dans  l'excès  de  la  sr -" -- 


'        Hes  sur  deux  angles  droits  multipliés  par  le 
■        ombre  de  c6tés  moiDS  deux. 

t  Pyramide  sphèrique;  sa  solidité. 

'  56i.  La  pyramide  Bphérique  est  la  partie  du 

.olide  de  la  sphère  comprise  entre  les  faces 
l'uD  auf^le  solide  qui  a  son  «oniiiiet  au  centre. 
La  solidité  de  la  pyramide  spbérique  est  égale 
\  la  surface  du  polygone  sphévique  qu'elle  in- 
tercepte ,  multipliée  par  le  j  du  rayon  (549)- 

562.  En  général ,  la  solidité  d'une  partie  de 
la  sphère  interceptée  par  une  surface  conique  , 
qui  a  son  sommet  au  centre  ,  est  égale  h  la  sur- 
face sphérique  interceptée,  mulUpliée  par  le 
tiers  du  rayon. 

563.  Le  côté  d'un  triangle  sphérique  est  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres  côtés(  4 14)  i 
le  câte  d'un  polygone  sphérique  est  donc  plus 
petit  que  la  somme  de  tous  les  autres  càtés.  On 
démontre  que  le  plus  court  chemin,  lOpour 
aller  sur  la  sphère  d'un  point  à  un  petit  cercle, 
c^est  l'arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au 
petit  cercle  ;  2°  pour  aller  d'un  petit  cercle  à  un 
autre,  c'est  l'arc  de  grand  cercle,  qui  est  à  la 
fois  perpendiculaire  aux  deux  petits  ci 

Comparaison  des  sphères  entre  elles. 

dés  angles  solides;  plans  polaires  ;  jAam 
dîsomologues. 

564-  £n  comparant  les  valeurs  des  aiiv 

'  ■olidttés  poar  deux  sphères  de  rayon! 

I  ^  ^ ,  on  en  conclat  directement  qUt?  les 


u 
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sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  > 
et  les  solidités  comme  les  cubes  des  rayons. 
Sans  connaître  ces  valeurs ,  on  peut  arriver  au 
même  résultat ,  en. considérant  que.  les  sphères 
sont  des  surfaces  semblables;  elles  ont  des 
centres  de  similitude  qui  jouissent  de  pro- 
priétés analogues  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  dans  les  cercles  ;  ces  points»  les  plans 
polaires  ,  les  plans  disomologues ,  servent  à 
résoudre  tous  tes  problèmes  qu'on  peut  pro- 
poser sur  les  contacts  des  quatre  sphères  par 
une  cinquième,  ou  de  trois  sphères  par  une 
quatrième  d'un  rayon  donné  ;  car  il.  est  facile 
ae  démontrer: 

i"  Que  si,  par  un  point  fixe  considéré  comme 
pâle  on  mène  tant  de  sécantes  qu'on  voudra 
dans  la  sphère ,  et  que  ,  par  les  points  de  ren* 
contre  de  chaque  sécante ,  on  mène  deux  plans 
tangens ,  les  intersections  de  ces  plans  tangens 
sont  toutes  dans  un  même  plan  ,  qui  est  le 
plan  polaire  du  point  fixe; 

2°  Qu'étant  donné  le  centre  de  similitude  , 
interne  ou  externe  de  deux  sphères,  si  Ton 
détermine  les  plans  polaires,  par,  rapport  à  ce 
centre  considéré  comme  pâle,  le  plan  parallèle 
situé  à  égale  distance  des  deux  polaires ,  sera 
un  plan  disoniologue, 

565.  Les  zones ,  les  secteurs ,  les  segmens  , 
sont  semblables  lorsqu'ils  sont  engendrés  par 
des  arcs  semblables  :  donc  les  aires  des  zones 
semblables  sont  entre  elles  coomme  les  caiTés 
des  rayons ,  et  les  solidités  des  secteurs,  des 
segmens  semblables ,  sont  entre  elles  comme 
les  cubes  des  rayons. 

566.  ïitant  données  deux  sphères  concentri- 
ques, si  l'on  trace  sur  l'une  d'elles  un  poly- 
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gone  sphéiique.  quelconque ,  et  qu'on  mène 
)es  rayons  aux:  sommets  des  angles ,  ces  rayons 
interceptent  sur  l'autre  sphère  un  polygone 
semblable.  Les  aires  des  polygones  sphériques 
semblables  sont  donc- entre  elles  comme  les 
carrés  des  imyons,  ou  comme  les  carrés  des 
côtés  homologues,  et  ces  figures  jouissent  de 
propriétés  analogues  à  celles  des  polygones 
rectilignes  semblables. 

SS*],  Les  pyramides  sphériques  semblables 
sont  entre  elles  comme, les  cubes  des  rayons  ; 
une  pyramide  sphérique  est  contenue  dans  la 
pyramide  tri-rectangle  sphérique  autant  de  fois 
que  l'aire  du  polygone ,  base  sphérique  dé  la 
pyramide  ,  est  contenue  dans  Faire  du  triangle 
tri-rectangle  \  les  rapports  de  ces  aires  peu- 
vent donc  servir  à  connaître  les  rapports  entre 
lés  anglos  solides,  et  par  conséquent  à  les. me- 
surer. Pcîr  exemple,  un  angle  solide  de  20® 
est  un  angle  tel ,  que  si  Ton  prend  son  sommet 
pour  centre  d'une  sphère  de  rayon  quel- 
conque ,  les  faces  de  l'angle  interceptent  sur 
la  sphère  un  polygone  dont  l'aire  est  con- 
tenue dans  l'aire  du  triangle  tri-rectangle  con- 
struit sur  la  même  sphère  comme  20  :  90  ou 
comme  2  :  9.  Ainsi ,  un  angle  solide  tétraèdre 
peut  être  équivalent  à  un  angle  solide  pen> 
taèdre ,  etc. 

.  La  même  mesure  subsiste  lorsque  la  pyra- 
mide se  change  en  cône  ;  alors  l'angle  solide 
conique  est  contenu  dans  l'angle  solide  tri- 
rectangle  ,  comme  la  surface  interceptée  par 
le  cône  est  à  celle  qui  est  interceptée  par  le 
triangle  tî'i-i'ectangle  ;  lorsque  les  rayon^  des 
sphères  augmentent ,  les  surfaces  interceptées 
augmentent  comme  les  carrés  des  ]*ayons  ;  m?'' 

»7* 
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la  netore  de  L'angle  conique  reste  tonjours 
constante  ;  ainsi  lorsque  cet  angle  i^présente 
l'action  physique  que  le  somniet  exerce  sur 
ees  surfaces»  comme  de  les  éclairer,  de  les 
dianffer  »  de  les  attirer ,  selon  que  ce  sommet 
est  un  point  lumineux ,  calorifiant ,  ou  attrac- 
tif >  ou  répulsif,  les  intensités  locales  d'action 
«ur  ces  surfaces  décroissent  comme  les  carrés 
des  rayons  ou  des  distances  au  sommet. 

DiifUion  de  la  spkhre  en  parties  égales  /  cinq 

corps  réguliers. 

568.  On  nomme  polyhdre  régulier ,  celui 
dont  toutes  les  faces  sont  des  polygones  ré- 
guliers égaux ^  et  dont  les  angles  solides  sont 
égaux  et  superposables  ;  on  démontre  aisé- 
ment qu'à  tout  polyèdre  régulier ,  on  peut 
circonscrire  une  sphère  j  et  que  le  centre 
de  cette  sphère  étant  également  éloigné  de 
toutes  les  faces ,  on  peut  aussi  y  inscrire  une 
sphère. 

En  menant  des  plans  par  le  centre  et  les 
arêtes,  on  décompose  la  sphère  circonscrite 
en  autant  de  polygones  sphériques  égaux  que 
le  polyèdre  a  de  faces  ;  ces  polygones  sphé- 
riques ^ouX.  réguliers  \  c'est-à-dire  que  cJiacun 
est  équilatéral  et  équiangle. 

569.  Problème  GIIL  Partager  la  surface  de 
la  sphère  en  parties  égales  par  des  triangles 
équilatéraux. 

Solution»  Soit  A  un  angle  de  ce  triangle  : 
on  aura  3  A  >  180  5  par  conséquent ,  A  >6o<> 
et  <  180°  ;  tous  les  angles  qui  se  réunissent 
autoui*  d'un  même  sommet,  valent  âôo^'  :  il 
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fauCdonc  que  A  sott  un  diviseur  de  36o*,  com- 
pris entre  ces  limites  ;  dès  lors ,  A  ne  peut 
avoir  que  Tune  de  ces  trois  valeurs  A  =  lao** 

Ac=90* 

A«7îo. 

|0  Faisons  A  3s  1:100  ;  l'aire  du  triangle  =-. 

V     90*      /         90 

(  5S8)  ;  par  conséquent  y  ce  triangle  est  le  \  de 
la  sphère. 

Si  on  joint  par  des  cordes  les  quatre  sommets 
des  triangles ,  on  aura  un  tétraèdre  régulier 
inscrit. 

ao  A  x=  90*  5 

1  aire  du  triangle  t=.  -  ^     ^  ^^^ j  = 

_S  ^170°— ï8o«_^S   9o°_S 

""8'        90°  8 '90^  "^8' 

Ainsi ,  ce  triangle  est  contenu  8  fois  dans 
l'aire  de  la  sphère. 

Il  est  évident  que  c'est  le  tiiangle  tri-rec- 
tangle. 

Menant  les  cordes  des  arcs,  on  obtient  un 
octaèdre  régulier  qui  est  composé  de  deux 
pyamides  régulières  quadrangulaires  égales  et 
adossées  par  une  base  carrée. 

3®  A  =  7îi"; 

,,  .      ,        .      ,        S/3.7a«— i8oo\ 
laire  du  triaD£;le  =  ttI  — ■  1  = 

^         8V        90°         / 
_S    aie*»— i8o^_36  .  S_  S 

^8'         90**  8. 90°""  20* 

Ainsice  triangle  est  contenu  20  fois  dans  l'aire 
de  la  sphèi'e. 
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Si  on  mène  les  cordes  des  avcs  sur  la  sphère^ 
on  obtient  l'icosaèdre  régulier ,  formé  de  20 
triangles  équilatéraux. 

570.  Pboblème  CIV.  Partager  la  sphère  en 
parties  égales  par  des  carrés  sphériques  ? 

Solution.  Un  carré  sphérîque  a  les  quatre 
côtés  égaux  et  les  angles  égaux. 

Soit  A  un  des  angles  du  carré ,  on  aura 
4  A  >  36o**  :  ainsi  A  est  compris  entre  90®  et 
i8o^  s 

De  plus ,  A  doit  diviser  exactement.  36o^  : 
donc  on  a  nécessairençient  A=  120^;  l'aire  de 
ce  carré  est  égale  à 

S     4A— 36o^S  480°— 36oo_S 
8  gù^       "~8*        90°        ""6' 

donc  le  carré  sphérique  est  contenu  6  fois  dans 
la  sphère  ;  menant  les  cordes ,  on  obtient  le 
cube,  composé  de  6  carrés  ;  car  il  est  facile  de 
démontrer  que  les  quatre  cordes  d*un  même 
carré  sphérique  sont  dans  un  même  plan  et 
forment  un  carré. 

57 1 .  Paoblème  CV.  Partager  la  sphère  en 
parties  égaies  par  des  pentagones  réguliers? 

Solution.  Soit  A  l'un  des  angles  du  penta** 
gone,  on  aura  5  A>3  •  18,0®:  ainsi  A  est  com- 
pris entre  108°  et  180°.  Or,  A  devant  diviser 
exactement  36o®,  on  a  nécessairement  A  =  120°: 
donc  l'aire  du  pentagone  = 

^        S/5.i2o°  — 3.i8o°\      S   600^— 540° _ 
~"8V  9o«  /      8'         ^ô^         "^ 

_S     6o°_S^ 
""  8  '  90°""  12' 
Ainsi ,  ce  pentagone  est  contenu  12  fois  dans 
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la  Sphère ,  et  il  y  en  a  3  autour  de  chaque 
angle  ;  menant  les  cordes ,  on  obtient  un  po^ 
lyèdre  composé  de  12  pentagones  réguliers^ 
ayant  les  angles  solides  égaux  :  c'est  le  dodé- 
caèdre régulier. 

572.  On  ne  peut  partager  la  sphère  par  des 
polygones  réguliers ,  ayant  plus  de  5  côtés  j 
car ,  soit  A  Tangle  du  polyiçone  de  6  côtés  »  on 
aura  6  A>  4.  »8o  ;  d'où  À  >  120  et  <]  180  j 
mais  A  doit  diviser  exactement  36o^.  Or ,  il 
n'existe  point  de  diviseur  de  36o  entre  120  et 
180  ;  il  n'y  a  donc  que  5  manières  de  partager 
la  sphère  en  parties  égales  et  superposables  ; 
il  n  existe  donc  que  5  polyèdres  réguliers  : 
1°  le  tétraèdre;  2*»  l'octaèdre;  3**  l'icosaèdre } 
4°  Thexaèdre  ou  le  cube  ;  5°  le  dodécaèdre^ 
car  s'il  existait  un  sixième  polyèdre  régulier , 
il  existerait  aussi  une  sixième  manière  ae  par* 
tager  la  sphère  en  parties  égales  (5Sg  ). 
673.  Soient 

a  =  ie  côté  du  polygone  sphérîque  ; 

A  =  l'angle  du  polygone  sphérique  ; 

c  =  la  corde  de  l'arc  a,  ou  le  côté  du  polyèdre 
régulier,  inscrit  ; 

r  =  rayon  du  cercle  circonscrit  à  une  face  du 
polyèdre  régulier  ; 

R  =  rayon  de  la  sphère  circonscrite  ; 

R'=  rayon  de  la  sphère  inscrite  ; 

p  =  nombre  de  cotés  de  chaque  polygone; 

1  =:  inclinaison  des  faces  du  polyèdre  régu- 
lier. 

On  aura  c=:2Rsin.^/z 

R'a=R>— r» 

Sin.  {  I:=5:=r 

RcOS.ra 
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Rsin.  tA 


'•=  .      i8o° 

SID. . 

f 

Deux  côtés  adjacens  c  du  polyèdre,  et  le 
rayon  R ,  forment  un  angle  trièdre  dans  lequel 
on  connaît  Tangle  plan  (  c  ,  c  )  formé  par  les 
deux  côtés ,  et  l'angle  dièdre  A  opposé  à  l'angle 
(6»(?);  de  plus; le  rayon  R  fait  des  angles 
^aux  avec  chacun  des  côtés  :  on  a  donc 
C4ai) 

COS.  c,  {?=  (cos.  c ,  R)''  +  (sin.  c,  R)'  cos.  A; 
COS.  c,  c=  I  — sin.  c,  R'H- sin.  (c,R)^  cos.  A } 

dou  sm.  (c,  R)»= 7-=    '    â,  A    > 

I  — cos,  A        sin.'f  A 

^      sin.  7  c,  c 

gin.g,R=    .    \  .   î 
sm.  jA 

or  2  anglec,R  +  a=:  i8o<>4 

d'où  angle  c  »  R  s:  go® — ji^j 

sin.  c,  Rscos»  ^a^ 

i8o° 
or,  i  cc'\ =  90*»  ; 

a  ou  sin.  f  c,<?  =  cos. ; 

P 

i8o« 
cos. 

ainsi ,  cos.  j  a  =  -^ — ^  : 

sin.  f  A 

rona      R'»  =  R>_S:fî£i:if« 

.     ,    180° 
sin. ^  


^R 
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sin.  ' 


—  R3 

sin.» 

P 


f  ^^\ 

f  CQS.'ï^l  — COS.» j 

sm.  » 

P 

icoa*' co^»  " I 

"^^             .       i8oP  • 

Sin.  > 

«80°  /  •       ,   .    A   1 

COS.» (1  — sm.»  ^  A  ) 

sm.'      — —  «o.'tA 

•80"  ,  .   A 

an. f     .    .11    ...■8aCOt4''-— -»COV?A» 

^=.cot.— -eot.|A; 
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'  '180° 

cbt.         cot.fAsin.^A 
sin.  i  I  = 


R'    _       /> 


Roos.  ^a  180° 

'  COS. 

P 

COS.  tA 


.     iSo'» 
sm. V 

P 
A  l'aide  de  ces  formules,  on  est  en  état  de 
calculer  en  parties  du  rayon  de  la  sphère, 
toutes  les  lignes ,  surfaces ,  angles  ,  qu'on  ren- 
contre dans  les  cinq  corps  réguliers  ;  on  en  a 
souvent  besoin  dans  la  théorie  de  la  cristal- 
lisation. (Voir  Note  19.) 

Sur  les  polyèdres  en  géhéraL 

5ç^.  Dans  un  polyèdre  régulier  ,  on  ne 
rencontre  que  des  polygones  réguliers  d'une 
même  espèce  j  mais  on  peut  aussi  construire 
des  polyèdres  avec  des  polygones  réguliers, 
de  plusieurs  espèces  dinérente's  ;  par  exem- 
ple, un  polyèdre  dont  chaque  angle  solide 
est  forme  par  des  triangles  équîlatéraux  et 
des  carrés ,  en  égal  nombrâ  et  semblable- 
ment  disposés  :  nous  ne  nous  arrêterons  pas 
à  étudier  ces  polyèdres ,  sur  lesquels  il  est 
pourtant  utile  de  s'exercer  ,  mais  nous  allons 
donner  quelques  théorèmes  sur  les  polyèdres 
en  général. 

575.  Soient  F  Iq  .nombvfi  des  faces  ; 

S  le  nombre  des  angles  solides  ; 
A  le  nombre  des  arêtes. 
Je  dis  que*  F  4^S-^*A>e&t>ttn.]|;iombre  con- 
stant dans  tous  les  polyèdres  ;  eh  effet  suppo- 
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éons  qu'il  survienne  un  nouveau  sommet ,  et 
qil^on  mène  des  arêtes  aux  angles  d'une  face , 
qne,  pour  fixer  les- Idées ,  nous  supposons 
être  un  pentagone.  On  formera  un  nouveau 
polyèdre ,  dans  lequel  la  face  pentagonale  est 
remplacée  par  5  faces  triangulaires;  il  y  a 
donc  4  faces  de  plus*,  et  S  est  augmenté  de 
k  :  donc  F+S  est  augmenté  de  5,  mais  le 
nombre  A  des  arêtes  augmente  aussi  de  5  : 
donc  F  H- S  —  A  n'a  pas  changé.  Il  peut  arriver 
qu'une  face  triangulaire  soit  dans  le  même  plan 
qu'une  face  du  premier  polyèdre  ;  dans  ce  cas , 
¥  n'augmente  que  de  3  ;  mais  aussi  une  arête 
du  premier  polyedi^  disparaît  :  par  conséquent 
A  n'augmente  que  de  4  ;  si  2  faces  triangu- 
laires sont  les  prolongemens  de  deux  plans  du 
premier  polyèare ,  alors  F  n'augmente  que  de 
2;  mais,  dans  ce  cas,  deux  arêtes  du  premier 
polyèdre  disparaissent ,  et  A  n'augmente  que 
de  3,  et  ainsi  de  suite  :  donc,  etc.  Or,  lors- 
que le  polyèdre  est  un  tétraèdre  ,  l'on  a  évi- 
demment F-hS  — A  i=  2  !  donc  ,  cette  équa- 
tion a  lieu  pour  tous  les  polyèdres. 

La  même  manière  de  démontrer  peut  s'ap- 
pliquer à  la  proposititm  de  M.  Gauchy  (  pag. 

229). 

576.  Soient 
t  le  nombre  de  triangles 
q  le  nombre  de  quadrilatères 
p  le  nombre  de  pentagones    }  d'un  polyèdre  ; 
h  le  nombre  d'hexaèdres 
e  le  nombre  d'heptaèdres, etc., 

on  aura  A  =  7(3<+ 4^+5/?+^^  +  7  ^-  ••)  > 
or ,  A  est  essentiellement  entier  :  il  faut  donc 
que  dans  tout  polyèdre ,  3  t  +5/i  +  7  e .  . . 
soient  un  nombre  pair. 

28 


S1l6  MAirUEL 

Il  ne  peut  donc  exister  de  polyèdre  qui  ait 
un  nomore  impair  de  faces  polygonales ,  ayant 
chacune  un  nombre  impair  de  CQtés. 

'  577.  La  somme  de  tous  les  angles  plans  du 
polyèdre  est  évidemment  égale  à 

(2/+4y  +  6/?4-8A-f-  loe.  .  .)  90**} 

or  4A=  6^4* 8^4*10/74- 12  A  4*14^  •••  i 

4F  =  4'+4î+4/^  4*4^^*46 .  •  .j 

4A— 4Fx:±2;+4?+^/'-i*d^+toe.  •.  ; 
donc ,  la  somme  de  tous  left  angles  plans  est 
égale  à  (4A— 4F)9o*î 
et  4A  — 4Fi=4(Ô  — «)«4S— 8; 

donc  cette  somme  est  aussi  égale  i  (4  ^  —  8} 
90*. 

Ainsi ,  dans  les  polyèdres  comme  dans  les 
polygones ,  la  somme  des  angles  plans  est  dé* 
terminée  par  le  nombre  des  sommets. 

On  a  encore  trouvé  d'auti*es  rapports  entre 
les  câtés ,  les  angles^,  les  faces  d'un  polyèdre  ; 
les  principaux  sont  dus  à  £uler»  qui  s'en  est 
occupé  le  premier. 

Sphère  et  Cylindre. 

578.  {Fig.  122.)  Lorsqu'un  cylindre  est 
circonscrit  à  une  sphère,  les  plans  tangens  à  la 
première  surfacd  sont  aussi  tangens  à  la  se- 
conde ;  ttiaÎ9  dans  la  sphère ,  les  plans  tan* 
gens  sont  perpendiculaires  aux  rayons  r  donc 
les  rayons  qui  vont  aux  points  de  contact 
sont  perpendiculaires  aux  arêtes  du  cylindre  ; 
donc  tout  cylindre  circonscrit  à  une  sphère 
est  droit ,  et  la  touche  suivant  un  grand 
cercle. 
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57g.  {Fig*  i2!t.)Soît  ABle  grand  cercle  de 
contact;  et  CD,  £F  les    deux  bases  du  cy- 
lindre tangent  à  la  sphère  î  désignons  par 
R  s=  le  rayon  de  la  sphère  \ 
S  =  aire  de  la  sphère  ; 
T  =3  aire  totale  du  cylindre  ; 
T'=«{aire  convexe  du  cylindre  \ 
y  :^  solidité  de  la  sphère  \ 
U  XB  solidité  du  cylindre  \ 
on  aura  S  — 4»^^^  î 

T'  =5=  CE.  cire.  DC  =s  aR .  air  H  =«  4ïrR«  ; 
T=4^R'+2ïfR''^6irR=»j 
V^IttR^î 

d'où     s=»r, 

u     ^^  i 

s    V 

et  ^=u. 

Ces  beaux  rapports  ont  été  découverts  par 
Archimède  ;  on  les  avait  fait  sculpter  avec  la 
figure  géométrique  ,  sur  le  monument  sépul- 
cral de  ce  grana  homme. 

58o.  Toute  surface  cylindrique  rencontre 
la  sphère  suivant  deux  lignes  symétriques;  car 
lesportions  d'arêtes  interceptées  dans  la  sphère 
étant  des  cordes  parallèles ,  le  plan  mené  par 
le  centre ,  perpendiculairement  à  ces  cordes , 
les  coupe  en  dfeux  parties  égales  :  donc  la  ligne 
de  sortie  est  symétrique  à  la  ligne  d'entrée. 
Pai*  conséauent ,  ^i  la  ligne  d'entrée  est  un 
cercle  >  la  ligne  de  «ortie  est  un  cercle  égal 
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et  également  incliné  sur  le  plan  de  symétrie  ; 
si  la  ligne  d'entrée  est  un  grand  cercle  ,  la  li- 
gue de  sortie  est  un  grand  cercle  ;  elles  cou- 
pent le  plan  de  symétrie ,  suivant  la  même 
droite. 

58i.  (Fig.  123.)  Le  cylindre  CK'DBAK  étant 
circonscrit  aux  deux  sphères  égales  O,  P,  si 
Ton  mène  un  plan  tangent  RMR',  commun  aux 
sphères,  et  perpendiculaire  au  plan  ABCD  , 
il  coupera  le  cylindre  suivant  une  ellipse 
RMR'NR,  et  les  points  de  contact  F  et  F'  en 
sont  les  foyers.  En  effet ,  par  un  point  M  quel- 
conaue  pris  sur  cette  courbe  soient  menées 
les  droites  MF ,  MF ,  et  l'arête  KMK'  rencon- 
trant les  cercles  de  contact  en  K  et  K'^  les 
droites  MF  et  MR  sont  tangentes  à  la  sphère 
0:  donc  MF  =  MKî  les  droites  MF,  MK' 
sont  tangentes  à  la  sphère  P  :  donc  MF'  = 
MK'.  Ainsi  MF+  MF^rr:  MK+  ME'  =^  KK'  = 
AG  :  donc  ,  quelque  part  qu'on  prenne  la 
somme  des  rayons  vecteurs  MF +M'F'  elle  est 
constamment  égale  à  AG  :  donc  la  courbe  d'in- 
tersection est  une  ellipse.  Le  grand  axe  RR'  = 
AG,  et  la  distance  focale  RF  est  égaie  à  AR. 

582.  Un  cylindre  circulaire  droit  étant 
coupé  par  un  plan  oblique  à  la  base,  la  section 
est  une  ellipse  ;  car  (m  peut  toujours  concevoir 
deux  sphères  qui  touchent  le  cylindre  et  le 
plan;  le  reste  du  raisonnement  est  le  même 
que  dans  le  numéro  précédent. 

Sphère  et  Cône, 

583.  (Fig.  124.)  Le  cône  SAB  touche  la 
sphère  «uivant  le  petit  cercle  AB;  menons  des 
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plans  tangens  LMN,OPQ  parallèles  au  plan 
du  petit  cercle;  soient 

LM  =  AL=r, 
OP=:OA  =  r', 
MP  =  2R  =  D; 

S  =  aire  de  la  sphère, 
V  =  solidité  de  la  s'phère , 
"F  =  aire  convexe  du  cône , 
U  =  solidité  du  cône, 

T'=7r  (r+r')v 

^*  S""     D»      "■  MP« 

Ainsi ,  l'aire  du  cône  tronqué  est  à  celle  de 
la  sphère  comme  le  côté  du  cône  est  au  dia^ 
mètre  de  la  sphère. 

Menons  LY  perpendiculaire  sur  OQ,  on 
aura  0L«  =  VL»  4*  OVs 

(r+  O'  =  D^  +  (r—  /y  5 
d'où  4/^  =  0% 

et         T  —  S=:n{r+r^T—4n'D'=r 
=  TT  (r"  +  277^+  r'»  —  D^  )  =  TT  (r»^—  2T¥^r^)=z 

=  7r(r  — X^. 

La  différence  entre  les  aires  du  tronc  conique 
et  de  la  sphère  est  égale  à  l'aire  du  cercle  qui 
aurait  pour  rayon  la  différence  des  rayons 
r  —  7^,  ou  OX.  On  a 


-T-+T«D(r— rV; 


2 


8* 
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d'où  ^^  =  T' 

.  La  différence  entre  U  et  7  V  est  donc  égale 
à  la  solidité  du  cône  engendré  par  le  triangle 
LOy  y  tournant  «utoor  de  L\^ 

Lorsque  OY  devient  nul ,  le  cane  tronqué 
se  change  en  cylindre  1  et  on  r#trottVQ  les  pro- 
priétés d'Archimède  (579)- 

584*  {Fîg-  125.)  Un  cane  S  rengontre  la 
sphère  0  suivant  vax  cercle  AB  ^  il  sortira  de  la 
sphère  en  la  coupant  oiivant  un  qercle  CD. 
En  effet ,  soient  menés  le  plan  diamétral 
SABGOO ,  pernendiculalre  an  plan  Afi,  et  le 
plan  polaire  PQ ,  les  plans  AB  »  PQ  se  coupent 
suivant  une  dix)ite  perpendiculaire  au  plan 
SGD  'y  par  S  et  par  cette  droite  on  mène  un 
troisième  plan  ;  tontes  les  sécantes  S A6G , 
SBHD ,  comprises  entre  ces  plans  et  la  sphère  « 
sont  coupées  hanneniquemçnt  (ï^SS).  Or, 
les  points  telà  que  A  sont  situés  sur  un  même 
plan  i  le%  points  tels  que  G  «ont  %ur  un  même 
plan  ;  donc  les  points  C,  D  soQt  4us4  &iir  un 
plan  (409)*  Wr  conséquent  la  section 
CD  est  un  cercle;  les  plans  des  trois  cercles 
GD,  PQ,  AB  passent  par  la  même  droite,  et 
sont  perpendiculaires  au  plan  qui  passe  par 
Faxe  àO  et  la  hauteui^  du  oAne* 

585.  Il  s'ensuit  que  dans  tout  cdne  oblique 
GD  à  base  circulaire,  on  peut  faipe  une  section 
circulaire,  non  parallèle  à  la  base  II  suffit 
de  mener  par  l'axe  et  la  hauteur  du  cône  un 
plan  qui  coupera  la  base  suivant  le  diamètre 
GD;  par  G  et  D  on  fera  passer  une  sphère 
quelconque  ,    qui    rencontre    SG  ,    SD    en 
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A  6t  B  ;  par  AB  oa  conduit  un  plan  perpen- 
dioulaire  à  SGD  i  elle  donne  une  section  circu- 
laire (584). 

A  chaque  circonférence  passant  par  CD  ré- 
pond un6  autre  droite  AB;  mais  toutes  ces 
droites  sont  parallèles  :  par  conséquent  les 
plans  de  section  sont  aussi  parallèles. 

Les  sections  AB,  CD  sont  dites  sections  an- 
UparaUehs  ;  cette  dénomination  provient  de 
oe  que.  AB  coupe  les  droites  SG ,  SD  propor- 
tionnellement, mais  en  rapport  inverse  $  car 
l*on  a  SA  :  SB  :  s  SD  :  SG.  Si  le  rapport  était 
direct ,  les  droites  AB  et  CD  seraient  parallèles. 

586.  {^ig'  1^5  bis,)  Lorsque  la  circonfé- 
rence ABGÔ  vient  à  passer  par  le  point  S ,  la 
seotton  AB  devient  nulle  \  mais  le  plan  AB  de- 
vient tangent,  passe  par  le  sommet,  et  sera 
perpendiculaire  au  rayon  SO  :  donc  lorsqu'on 
o6ne  a  son  sommet  S  et  sa  base  circulaire  CD 
sur  la  même  spbère,  toute  section  dans  le 
c6ne  perpendiculaire  au  rayon  SO  est  un 
cercle. 

Sections  coniqms. 

58n.  (Fig.  ia6.)Unc6ne  droit  SAB  étant 
coupe  par  un  plan  RMR'>  qui  n'est  parallèle 
à  aucune  arête ,  et  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  SAB,  la  section  est  utte  ellipse.  En  effet, 
soient  construites  deux  sphères  0 ,  P  tangentes 
au  c6ne  et  un  plan  coupant»  on  prouvera, 
comme  au  numéro  58 1  ,  que  la  somme  des 
rayons  vecteurs  MF  +  MP  est  constamment 
égale  à  KK'  ou  au  côté  G  A  :  donc  la  courhe 
est  une  ellipse.  Toutes  les  sections  parallèles 
à  ILMR'  donnent  des  ellipses  semblables ,  qui 
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deviennent  de  plus  en  plus  petites ,  en  se  rap- 
prochant du  sommet  on  elles  se  réduisent  à 
un  point.  L'intersection  des  plans  de  contact 
AB ,  CD  avec  le  plan  de  l'ellipse  donne  les 
deux  directrices  de  cette  courbe.  Nous  allons 
le  faire  voir  d'abord  pour  la  parabole. 

588.  (  Fig.  127.  )  Lorsque  le  plan  coupant 
'  R'RM  est  parallèle  à  un  élément  SC  du  cône,  la 
section  est  une  parabole.  En  eifet^  dans  ce  cas  , 
il  n'existe  qu'une  seule  sphère  P  ,  qui  touche 
en  même  temps  le  plan  coupant  en  F  et  le  cône 
en  CD.  Soit  T"  la  droite  suivant  laquelle  le 
plan  coupant  renconti^e  le  plan  CD,  cette 
droite    perpendiculaire  au    plan  DT'F' ,    et 

Car  conséquent  à  la  droite  TF'  se  projette  en 
"  ;  M'  étant  un  point  de  la  courbe ,  menons 
l'arête  MK'S ,  le  rayon  vecteur  MF'  et  la 
droite  MU',  parallèle  à  TT'  ;  elle  sera  aussi  pa- 
rallèle à  se  ;  les  droites  SG,  SK'M,  MU'  sont 
dans  un  même  plan  ;  mais  GR'étant  dans  le  plan 
de  contact  CD)  et  MU'  dans  le  plan  coupant,  ces 
deux  droites  se  rencontrent  sur  le  point  U'  de 
l'intersection  "FX  de  ces  deux  plans.  Or,  les 
deux  triafigles  SK'G  ,  U'K'Msont  semblables; 
SR'G  étant  isocèle ,  U'K'M  l'est  aussi  :  donc 
MU'=MK';  mais  MK'=MPî  donc  MU'= 
MF'.  Tous  les  points  de  la  courbe  RMR  sont 
donc  également  distans  d'un  point  fixe  F'  et 
d'une  droite  fixe  ;  la  courbe  est  donc  une  pa- 
rabole (page^  80  )  ;  à  mesure  que  son  plan 
approche  du  sommet ,  elle  se  rétrécit ,  et  au 
sommet  même  elle  se  réduit  à  une  droite. 

589.  [Fig,  126.)  Lorsque  TF'  n'est  pas 
parallèle  à  SC  ,  alors  MU' ne  sera  non  plus  pa- 
rallèle à  SG;mai$  si  Ton  prolonge  MK'jusqu'à  ce 
Tu'clle  rencontre  la  seconde  ligne  de  contact  AB 
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en  K,  et  la  droite  MU' jusqu'à  ce  qu'elle  coupe 
TX  et  TX!  ;  les  deux  triangles  UMK',  UBIK 
étant  semblables ,  donnent 

MK':MK::MU':MU; 
d'où   MK'+MK:  MU'+MU  ::  MK':  MU'. 
KK':UU'î:MK':MU'. 

Or ,  les  deux  premiers  termes  sontconstans  : 

MK'      MF' 

donc  le  rapport  =7=-,  ou  rrjjr;  est  constant  : 

donc  TX!  est  une  directrice ,  et  TX  est  la  se- 
conde directrice  de  l'ellipse. 

590.  {Fig.  128.)  Lorsque  le  plan  coupant 
est  parallèle  à  deux  élémens  du  cône ,  il  y  a 
une  section  dans  chaque  nappe  de  la  surface  ; 
ce  sont  les  deux  branches  d'une  hyperbole; 
car  l'on  a  alors 

MF'  —  MF  =  MK'  —  MK  =  KK'  (  27 1  ).  La 

différence  des  rayons  vecteurs  étant  con- 
stante ,  la  courbe  est  une  hyperbole  ;  à  mesure 
que  rhyperbole  s'approche  du  sommet  elle  se 
rétrécit ,  et  au  sommet  elle  se  réduit  à  deux 
droites. 

Sgi.  On  voit ,  d'après  ce  qui  précède  ,  que 
l'ellipse,  laparabole,  Thyperbole,  s'obtiennent 
en  coupant  un  cône  par  un  plan  ;  c'est  ce  qui 
leur  a  tait  donner,  par  les  anciens ,  la  dénomina- 
tion de  ^ec/îon^co/ii^ue^,  dénomination  qui  est 
trop  exclusive  ;  car  il  existe  encore  beaucoup 
d'autres  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  tracer 
l'une  quelconque  des  trois  courbes^  Ainsi  ^ 
nous  avons  vu  que  l'ellipse  est  aussi  une  sec- 
tion cylindrique.  Les  démonstrations  que  nous 
avons  données  pour  le  cône  s'appliquent  aux 
sections  de  l'hyperboloïde  de  révolution  par 
un  plan ,  et  conduisent  aux  mêmes  résuit?  ' 
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c'est  même  de  cette  manière  que  M.  Dandelin  , 
officier  du  génie  belge ,  a  le  premier  démontré 
les  propriétés  des  sections  coniques,  en  les 
considérant  comme  situées  sur  rhyper)>oloïde 
de  réyolutioD. 

592.  Etant  donné  un  cône  droit ,  on  peut 
toujours  le  couper  par  un  plan  ,  de  manière 
à  obtenir  une  courbe  égale  à  une  ellipse^  ou  à 
une  parabole  donnée  ;  on  peut  toujours  con- 
struire un  cône  droit  qui  ait  une  section  plane 
égale  k  une  hyperbole  donnée  ;  mais  ce  cane 
nest  pas  quelconque  (602). 

principales  propriétés  des  sections  coniques , 
démontrées  à  F  aide  iles  propriétés  du  cer- 
cle, combinées  avec  celles  des  projections. 

593.  Soit  un  point  fixe»  que  nous  dési- 
gnerons par  la  lettre  P  et  sous  le  nom  de  vole , 
et  un  plan  fixe,  que  nous  appellerons  le  plan  de 
projection  ;  la.  projection  angulaire  ou  conir- 
que  A!  d'un  point  A  est  le  point  où  la  droite 
AP  coupe  le  plan  de  projection  ;  de  sorte  que 
les  trois  points  P  ,  A ,  A'  sont  sur  une  même 
droite  PAA' ,  qu'on  nomme  rayon  projetant, 
ou  rayon  visuel. 

594*  La  projection  angulaire  d'une  ligne 
sur  un  plan ,  c'est  la  réunion  des  projections 
angulaires  de  tous  Ie$  points  de  cette  ligne.  Il 
est  évident  que  les  rayons  projetans  forment 
une  surTace  conique  dont  le  pôle  est  le  som- 
met ,  et  auquel  la  ligne  donnée  sert  de  direc- 
trice ;  la  projection  angulaire  d'une  ligne  est 
donc  l'intersection  d'une  «uriaoe  conique  par 
le  plan  de  projection. 
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595.  Il  suit  de  1^  que ,  i**  la  projection  angu- 
laire d'une  droite  est  une  di^oite  ;  a<*  la  projec* 
tion  angulaire  ou  conique  du  point  d'interseo- 
tion  des  deux  droites  est  à  Tintersection  des 
projections  angulaires  des  deux  droites  ;  3°  la 

Î projection  angulaire  d'une  droite  est  paral- 
èle  à  la  droite ,  lorsque  celle-ci  est  parallèle 
au  plan  de  projection  ;  4°  la  projection  angu- 
laire d'une  droite  qui  passe  par  le  pôle  se  ré- 
duit au  point  d'intersection  de  cette  droite 
avec  le  plan  de  projection  ;  5°  les  projections 
angulaires  d'un  système  de  droites  parallèles 
passent  toutes  par  le  point  où  la  parallèle  » 
passant  par  le  pôle ,  rencontre  lé  plan  pro- 
jetant ;  ce  point  est  wnamé point  défaite  du 
système  des  droites  parallèles  ;  6^  lorsque  des 
systèmes  dififérens  de  droites  parallèles  sont 
situés  dans  un  même  plan ,  leurs  points  de 
fuite  sont  sur  une  même  droite  nommée  ligne 
défaite  /  7**  lorsqu'une  droite  est  divisée  har- 
moniquement ,  la  projection  angulaire  de  la 
droite  est  aussi  divisée  harmoniquement;  8*^  la 

f projection  angulaire  d'une  tangente  à  une 
igné  est  la  tangente  à  la  projection  angulaire 
de  cette  ligne-;  9°  deux  lignes  convergentes 
peuvent  être  considérées  comme  les  projec- 
tions coniques  de  deux  droites  parallèles  ;  et 
par  conséquent  un  quadrilatère  quelconque 
peut  être  considéré  comme  la  projection  d  un 
parallélogramme. 

Les  réciproques  ont  lieu. 

596.  Il  y  a  aussi  réciprocité  entre  une  figure 
plane  A  et  sa  projection  angulaire  A';  car  en 
conservant  le  même  pôle ,  et  prenant  le  plan 
de  la  figure  A  pour  celui  de  projection  >  elle 
âeyient  la  projection  angulaire  de  A'. 
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397.  Toute  section  conique  peut  être  eon- 
sidérée  comme  la  projection  angulaire  d'un 
cercle ,  et  réciproquement  ;  car  on  peut  tracer 
la  section  conique  et  le  cercle  donné  sur  le 
même  cône  droit  {5qi)  ;  prenant  le  sommet, 
pour  pôle ,  et  le  plan  d'une  de  ces  figures  pour 
plan  de  projection,  l'autre  en  devient  la  pro- 
jection angulaire. 

598.  Une  section  conique  ne  peut  être  ren- 
contrée par  une  droite  en  plus  de  deux  points  ; 
car  ces  points  sont  les  projections  angulaires 
de  l'intersection  d'une  aroite  avec  un  cercle. 
C'est  à  raison  de  cette  propriété  que  chez  les 
modernes  on  a  donné  aux  sections  coniques  le 
nom  de  courbes  du  deuxième  degré, 

599.  Par  un  point  donné  sur  une  section 
conique  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  tan- 
gente ,  et  d'un  point  donné  hors  de  la  section 
on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes  à  la 
courbe. 

600.  {JF'ig'  129.)  Les  propriétés  polaires  du 
cercle  ,  énoncées  (  243 } ,  appartiennent  aux 
courbes  du  second  degré.  Ainsi ,  si  du  point 
0  situé  dans  le  pian  d'une  de  ces  courbes ,  on 
mène  des  sécantes  OLK,  OL'K',  OL"K",  les 
intersections  I ,  T,  l'\  1'"  sont  sur  une  même 
droite  Wll'l". ...  M  ^  et  les  sécantes  extrêmes 
0M\  OM  sont  tangentes,  et  la  droite  MM' 
est  la  polaire  relativement  au  pôle  0  ;  cai* 
toutes  ces  lignes  et  ces  points  peuvent  être 
considérés  comme  les  projections  angulaires 
de  lignes  et  de  points  analogues  situes  dans 
un  cercle.  Or,  les  points  du  cercle  projetés 
en  I ,  r,  ï"  sont  sur  une  droite  :  donc  aussi 
I,  r,  r'..   sont  sur  une  droite,    et  la   po- 
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latre  divise  les  sécantes  harmoniquement  en 
R,R'. 

On  tire  de  là  un  moyen  facile  de  mener  une 
tangente  à  une  courbe  du  second  degré  par  un 
point  non  situé  sur  la  courbe. 

601.  Lorsque  le  pôle  O  s'éloigne  à  Tinfini, 
les  sécantes  deviennent  parallèles  et  les  points 
R,R',R"  sont  alors  les  milieux  des  cordes 
LK  f  h'K' , .  ;  donc ,  dans  toute  courbe  du 
second  degré,  les  milieux  d'un  système  de 
cordes  parallèles  sont  situés  sur  une  même 
droite,  appelée  diamètre  de  la  courbe  ;  et  ré- 
ciproquement y  le  pôle  d*un  diamètre  est  situé 
à  i'innni.  On  peut  aussi  démontrer  cette  pro- 
priété directement  ;  en  considérant  un  système 
de  cordes  parallèles  comme  la  projection  an- 
gulaire d*un  système  de  cordes  convergeant 
vers  un  point  dans  le  cercle ,  vers  leur  point 
de  fuite  sur  le  plan  du  cercle ,  et  le  diamètre 
de  la  conique  est  alors  la  projection  de  la  po- 
laire du  point  de  fuite  aans  le  cercle  ;  pour 
chaque  système  de  cordes  parallèles  dans  la 
conique ,  il  y  a  un  autre  point  de  fuite  dans 
le  plan  du  cercle;  mais  tous  ces  points  sont 
sur  une  même  droite  (SgS  );  dbnc  toutes 
les  polaires  des  points  de  fuite  passent  par  un 
même  point;  donc  aussi»  dans  le  plan  de 
la  conique,  tous  les  diamètres  passent  par 
un  même  point  appelé  centre.  Par  exemple , 
dans  la  figure  126,  pour  avoir  le  centre  de 
l'ellipse  RMR',  il  faut  mener  par  le  pôle  S  un 

Ï>lan  parallèle  à  celui  de  l'ellipse ,  aui  coupera 
e  plan  du  cercle  CD  suivant  une  droite  Z  si- 
tuée hors  du  cercle  CD  ;  le  pôle  de  cette  droite 
est  dans  Tintérieur  du  cercle;  la  projection 
angulaii'e  de  ce  pôle  sur  le  plan  de  l'ellipse  en 

>9 
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d'intersection  de  i  avec  4  »  et  de  2  avec  5  ;  joi- 
gnez les  deux  points  trouvés  par  une  droite  ; 
cherchez  le  point  d'intersection  de  cette  droite 
avec  3  ;  par  ce  point  et  par  A,  menez  une  droite, 
ce  sera  la  tangente  6  demandée.  De  quelque 
manière  qu'on  varie  les  constructions,  od 
trouvera  toujours  la  même  tangente  (6o4)- 

6o5*  Problème  GYII.  Etant  donnés  cinq 
points  A ,  B ,  G ,  D,  E ,  d'une  section  conique  , 
trouver  tant  d'autres  points  qu'on  voudra  ? 

Solution,  Par  le  point  £ ,  menez  une  droite 
quelconque  EF  ;  il  s  agit  de  trouver  le  point  F 
où  cette  droite  rencontre  la  courbe';  dési- 
gnons AB,  BG,  GD,  DE,  EF,  FA  par  les 
chiffres  i,  a,  3,  4>  5>  6;  cherchez  les  intersec- 
tions de  I  avec  4)  et  de  a  avec  5;  joignez  ces 
deux  points  d'intersection  par  une  droite  ; 
cherchez  l'intersection  de  cette  droite  avec  3  ; 
joignez  ce  point  et  le  point  A  par  une  droite  : 
ce  sera  la  ligne  6;  l'intersection  de  5  et  de  6 
donne  le  point  F  cherché. 

606.  De  quelque  manière  qu'on  varie  la  con- 
struction, en  plaçant  arbitrairement  les  let- 
tres A ,  B ,  G ,  b  ,  E ,  on  obtiendra  toujours  le 
même  point  F  ;  de  là  on  conclut  que  par  cinq 
points  donnés,  on  ne  peut  faire  passer  qu'une 
seule  section  conique;  si  en  réunissant  les  cinq 
points  de  toutes  les  manières  possibles ,  on  ne 
peut  former  aucun  polygone  convexe,  la  courbe 
sera  nécessairement  une  hyperbole. 

607.  Problème  GYHI.  Etant  donnés  cinq 
points  A ,  B ,  G ,  D ,  E  d'une  section  conique  , 
trouver  le  centre ,  s'il  y  a  lieu  ? 

Solution,  Par  le  point  A  menez  une  tangente 
(Problème  GYI  )  ;  par  le  point  B  menez  une  pa« 
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rallèle  à  cette  tangente  ;  cherchez  par  le  pro- 
blème précédent  le  point  K  où  cette  parallèle 
rencontre  la  courbe  ;  par  A  et  par  le  milieuBK, 
menez  une  droite  :  ce  sera  leur  diamètre  j 
chercher  le  second  point  I  où  ce  diamètre  coupe 
la  courbe  ;  le  milieu  de  AI  sera  le  centre  de- 
mandi:.  Si  le  point  I  est  à  l'ioâni ,  la  courbe  est 
une  parabole. 

608.  Fboblëm£  GIX.  Etant  donnés  cinq 
points  d'une  conique ,  déterminer  l'espèce  de 
la  courbe  qui  passe  par  ces  points? 

Solution.  Formez ,  s'il  est  possible ,  un  po- 
lygone convexe  avec  les  cinq  points  j  chercheile 
centre  (PaoB.  CVIII);  s'il  tombe  dans  l'intérieur 
du  polygone,  la  courbe  est  une  ellipse;  s'il 
tombe  dehors,  la  courbe  est  une  hyperoole,  et 
tous  les  points  sont  situés  sur  lamême  branche; 
si  le  centre  est  à  l'infini ,  la  courbe  est  une 
parabole. 

Au  cas  qu'il  ne  soit  pas  possible  de  former 
un  pentagone  convexe  avec  les  points  donnés, 
la  courbe  est  toujours  une  hyperbole,  et  les 
points  sont  distribués  sur  les  deux  branches. 

Si  trois  points  sont  en  ligne  droite ,  alors  on 
obtient  deux  droites  qui  sont  les  limites  d'une 
hyperbole ,  lorsqu'elles  sont  convergentes  ;  ou 
d'une  parabole  lorsque  les  droites  sont  paral- 
lèles. 

La  solution  des  qaatre  derniers  problèmes 
n'exige  d'aubres  iostramens  que  la  i'cgte< 
(Note  37.) 
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61 1.  (F*ig.  i3o.  )  Supposons  qu'âne  section 
conique  passe  par  les  points  B' ,  Ci  ,  E' ,  F ,  H' , 
r^  L  ,  M';  on  pourra  regarder  cette  section 
conique  comme  la  projection  conique  d'un  cer- 
cle passant  par  tes  points  B,G,D,E,  F^H, 
I,  L,  M;  mais,  dans  ce  cas  ,  le  premier  mem- 
bre de  réquation  (M  )  se  réduit  à  l'unité  ; 

AB.AC 
DExDF 

Donc  le  second  membre  est  aussi  égal  à  l'u- 
nité ,  dans  une  section  conique  quelconque  ; 
cette  relation  est  désignée  sous  le  nom  depro  - 
priété  des  segmens.  On  la  doit  au  célèbre 
Garnot. 

612.  SiKL=AM»  on  a  aussi  KM=:AL; 
et  alors  on  a  . 

AB.AC.DE.DF.GH.GI  „ 

DB.DC.GE.GF.KH.KI""'^^' 
si  on  a  KL  =  AM  =  ÀB  =  Kl; 

AC.DE.DF.GH.GI 

DB.DG.GE.GF.KH 


alors ^o- ^=z  =  I . 


61 3.  [Fig,  i3i.)  Si  les  côtés  du  polygone 
deviennent  des  tangentes  à  lasection  conique  , 
comme  dans  Ir  Jig.  i3i,  alors  AL:=AM; 
KL=KM,AB=AG;DB  =  DG,  etc.,  et  la 
relation  (M  )  devient 

AB^JDE^GH^JRL»  _ 

MrDËTKÏFTÂU  "^  *' 
,     AB.DE.GH.KL_ 

^^    BB.GE.KH.AL"^* 


S<6  Mivvti.  "  ^" 

6i4-  (i^^.i3i«)  Lorsque  le  polygone  est 
PO  qiiadrii^tère  çiroonscrit ,  les  deux  diago* 
oiUes  se  coupent  au  même  point  0  que  les  cna<- 

([oaalea  du  quiidrilatère  inscrit  BFHLi  Eneffet, 
à  proposition  est  4vi4«nte  lorsque  la  section 
conique  est  un  cercle  ,  et  que  le  qM^drilatère 
inscrit  esl  up  parallélogramme  $  et  oéceasaire* 
ment  un  rectangle  ;  or,  tout  quadrilatère  inscrit 
dans  une  section  conique  peut  être  regardé 
comme  la  projection  angulaire  d'un  parallélo- 
gramme inscrit  dans  un  eerele. 

Cette  même  considération  sert  à  démontrer 
que  les  quatre  points  de  rencontre  des  cdtés 
respectivement  opposés  dans  le  quadrilatère 
inscrit  et  circonscrit  sont  harmoniquement 
placés  sur  une  même  droite. 

6i5.  {fig.  i3o.)  Appliquant  la  relation  gêné* 
raie  (M)  au  triangle  ODG,  on  obtient 

OB.OC.DE.DF,GH.GI_ 

DC.DB.GF.GE,OI.OH~'' 
si  Ton  a  OB.  00=  01.  OH  { i  ) , 
alors  la  relation  (M)  se  change  en  celle-ci  ; 
DE.DF.GH.GI 

DC.DB.GF.GE""'' 
DC.DB     GH.GI    , 

''''^'^     DEJBF^GEGI^^^' 

L'équation  (  i  )  a  lieu  dans  deux  cas  ; 

|9  l4orsque  l'angle  CBJ  est  supplémen 
l'angle  opposé  CHI ,  les  quatre  points  G 
H ,  I  étant  alors  sur  la  même  circopfe 
on  a  par  la  propriété  des  sécantes  OB.  OC 
OH; 

2°  Lorsque  Tangle  GBI  est  supplémei 
l'adjacent  HIB ,  HI  étapt  parallèle  à  CB 


'«coupent  en  „„  „■  °'P"»''™" 
Œenie  p„i„,. 

,'  '^  lu-  "'""elle  qu,  „°'""  ""«  el'ipie  , 
^B   ne    'rù'^le  ans  segmeas . 


'^^' 


11- 


^ 
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y^  :6':!  {a  —  X)  (a  +  AT):  tf»; 

d'où  a'y^  =b''{a^ —x""). 

Cette  équation  est  nommée  équation  de  Vel^ 
lipse  rapportée  à  son  centre  ,  et  aux  deux  dia- 
mètres MN ,  £F  qui  sont  dits  conjugués  i'ua 
à  l'autre ,  parce  que  chacun  d'eux  divise  eix 
deux  parties  égales  les  cordes  menées  parallèle- 
ment à  l'autre  ;  en  effet  >  menons  BI  parallèle 
àEF, 

on  aura  BR.  RI  :  EO»  :  :  MR.  RN  :  MO»  ; 
ou  bien  BR.  RI  :  EO'  :  :  MO*  —  0R>  :  MO»  ; 

BR.  RI  :  EO»  :  :.M0»  —  BD»  :  MO»  ; 
d'où  EO»  —  BR.  RI  :  E6»  :  :  BD»  t  MO»  :  : 
:  :  EO»  —  OD»  :  EO»  :  :  E0»  — BR»  :  EO»  ; 

donc  BR.  RI=:BR»; 

et  BR  =  RI. 

I 

6i8.  {Figure  i32.  )  Ainsi,  connaissant  de 
grandeur  et  de  position  deux  diamètres  conju- 
gués 2  a  et  a  6  de  l'ellipse  ,  on  peut  construire 
tous  les  points  de  la  courbe  à  l'aide  de  soa 
équation.  Soient  MN  ,  EF  les  deux  diamètres 
conjugués,  que  nous  supposons  perpendicu- 
laires, alors  EF  est  le  grand  axe,  et  MJV  le 
rtit  axe  de  l'ellipse  ;  les  quatre  points  E  ,  M  , 
,  N ,  appartiennent  à  la  courbe  et  en  sont 
les  sommets^  pour  en  trouver  encore  d'a.utres9 
décrivez  sur  les  axes ,  comme  diamètres ,  des 
circonférences  de  cercle  ;  menez  un  rayon  OR , 
qui  coupe  la  petite  circonférence  en  S  ;  abais- 
sez la  peiTtendiculaire  RP,  et  menez  la  pa- 
rallèle SM^  à  EF ,  le  point  M'  appartient  à 
l'ellipse  ;  en  effet ,  l'on  a 

M'  P»  :  RP»  t  :  OS»  :  OR»  :  î  OM»  •  OE»; 

ou  bien  MT'  :  EP.  PF  : .  OM»  :  OE»; 
donc  M'  est  sur  l'ellipse  (  617  ). 
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Si  les  diamètres  conjugués  n'étaient  pas  à 
angle  droite  on  ferait  encore  la  même  con- 
struction; on  donnersdt  à  PM'  une  inclinaison 
MTF  égale  à  celle  des  diamètres. 

619.  {Fig,  i32.  )  R,  R'  étant  deux  points 
du  cercle,  et  M' ,  M" les  points correspondans 
de  Tellipse ,  il  est  facile  de  voir  que  les  cordes 
RR',  M' M^'  rencontrent  i*axe  EF  en  un  même 
point  ;  d'où  l'on  conclut  crue  la  tangente  RI  au 
cercle  y  et  la  tangente  MT  à  Tellipse ,  coupent 
Taxe  en  un  même  point  T  :  on  a  donc  ici  un 
moyen  simple  de  mener  une  tangente  a  l'ellipse. 

Parabole;  son  équation. 

620.  {Fig.  i33.)  Soient  BC,  IH  deux  cor- 
des parallèles ,  et  EDG  leur  diamètre  con- 
jugue  (  616  )  ;  il  ne  rencontre  la  courbe 
qu'en  un  point ,  l'autre  point  F  {^fig.  i32  )  est 
situé  à  l'infini  ;  le  rapport  EF  à  DF  est  égal  à 
l'unité ,  et  la  propriété  des  segmens  donne 

BD^     ED 

gF""êg* 

Les  carrés  des  cordes  sont  proportionnels 
aux  segmens  faits  sur  le  diamètre  conjugué. 

Soient  données  de  grandeur  et  de  position 
ED  et  BD  ;  faisons 

ED  =  /w, 
BD=n, 
EG  =  x, 
GI=j.; 

/i«      m 
on  aura  —  =  —  : 

d  ou  ^  ==  — 

m 

3o 
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Équation  de  la  parabole  «  qtti  ]^ttt  sertir  k  la 
cobfttraire  par  points;  à  cet  effet»  pratiet  KE, 
de  manière  que  i*on  ait  m  :  it  1 1  /i  :  JKE ,  et  en- 
suite une  moyenne  proportionnelle  entre  EG 
et  KE,  Yous  auret  GI. 
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m 
G'f«— GP=±(G'r— GI)  (G'I'+GI)  « 

=  -.GG'. 
~  m 

Menons  la  paralUU  IR ,  on  a 

miHIoGliGâ; 

mais  IH^I'G'^IG 

RI^GG'i 

dotM       G'i'*~Gl!GG'>iGii6Sii 

•.!-.Gl+Gl'î 

m 
d'où  GS=H1E±H), 

m 

plus  r  s'approche  de  I ,  et  plus  la  seaante  It'S 
s'approche  de  la  tangente;  au  point  de  contact  I, 
Gr=GTietrona 

_,      3.-.EG 
GT="-^' ^ =.EG. 

Ainsi,  pour  mener  là  tangente  au  point  I  •  il 
suffit  de  porter  £G  de  E  en  T,  et  de  mener  IT. 
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HyperbçU  ;  açn  équation. 

62a.  {Fig,  i34-  )  Soient  Bd  IH  deux  cordes 

Earallèles  dans  une  mémç  braoçhe  de  Thyper- 
ole,  GDf)F  leur  diamètre  co^yucuéi  il  ren- 
coptre  la  cQurbe  çp  deuic  pointa  £  »  Fi  Qt  ou 
aura 

QV  :BD'  :6Ei  X  GP 1  DEx  DF. 
Le  diamètre  XO Y,  conjugué  à  FE,  nereu* 
contre  pas  la  courbe  ;  regardons  comme  con- 
nues de  position  et  de  grandeur  les  lignes  OE^ 
QD,  DB,  et  faisons 

OE  =  a, 
ODac/re, 

OG=;=jc, 
GI=^, 

GE  sac  X  -^  a , 

GF  =  a:  +  a; 

la  proportion  s'écrit  donc  ainsi  : 

Soit  q  une  moyenne  proportioBBelIa  entré 
jii4Mietim»-irai  op  aura 


soit  encore  h  une  quatrième  proportignuellç 
^Xk\  trçis  ligues  jT,  n,  a^àe,  sorte  quç  l'on  ait 

,  qiniî  a''bf 

n     b 

et.  -5=-î 
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d'où  y»  =  —  (jf —  a*  ). 

a' 

Telle  est  réquation  de  l'hyperbole  rapportée 
au  centre  ;  ici  %est  une  ligne  auxiliaire  qui  sert 
à  donner  à  l'équation  une  forme  analogue  à 
celle  de  l'ellipse;  mais  dans  cette  dernière 
courbe ,  l'axe  b  est  donné  par  la  courbe  même , 
tandis  que  dans  l'hyperbole ,  il  est  introduit 
par  un  artifice  de  calcul. 

On  a  évidemment 

b^x^ 
y^<C ou 

^bjc 

r'<— 

y      b 

-<- 

Si  donc  on  prend  un  point  k  tel  que  le  rap- 
port de  ses  distances  aux  axes  Oa»  OY  soit 

éf;al  à  —,  le  point  sera  hors  de  l'hyperbole  ;  si 

en  E  on  élève  une  perpendiculaire  à  OX  et 
qu'on  prenne  de  partetd'autre  £T=:  ET  =  b. 

Les  deux  droites  OT,  OT'  sont  le  lieu  géo- 
métrique du  pointa  ;  à  quelque  distance  qu'on 
prolonge  ces  droites,  elles  seront  toujours  hors 
de  la  courbe  et  ne  peuvent  la  toucher  qu'à 
l'infini.  C'est  ce  qui  leur  a  fait  donner  le  nom 
^asymptotes  (602). 

623.  Pour  construire  l'hyperbole  par  points, 
décrivons  sur  EF,  comme  diamètre,  une  cir- 
conférence ;  du  point  G,  menant  une  tangente 
à  cette  circonférence,  elle  sera  moyenne  pro- 
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portionnelle  entre  GE  et  GF  ;  désignons  cette 
tangente  par  T,  on  aura 

^i*::T:GI- 

6a4-  Lorsque  les  cordes  parallèles  II' ,  BB' 
se  terminent  chacune  aux  deux  branches  de 
l'hyperbole ,  leur  diamètre  conjugué  XOY  ne 
rencontre  pas  la  courbe ,  et  il  n  y  a  plus  de 
segmens ,  et  le  calcul  donne  alors 

NI'  :  BK»  :  I  ON'  +  b^  :  0K«  +b^. 

625.  La  forme  de  cet  ouvrage  ne  nous  per- 
met pas  de  nous  étendre  davantage  sur  les 
auti'es  propriétés  des  lignes  du  second  degré; 
elles  appai*tiennent  aux  traités  spéciaux  sur 
cette  matière  ;  ce  que  nous  avons  dit  suffit 
pour  la  plupart  des  applications ,  et  pour  faii*e 
connaître  la  nature  de  ces  lignes. 

Calcul  appliqué  aux  projections  cylindriques 
droites  ou  orthogonales* 

6a6.  Si  nous  représentons  par 
L  la  longueur  d'une  droite  ; 
L' la  longueur  de  la  projection  de  cette  droite 

sur  un  plan  ; 
(  L9  L'  )  angle  de  L  et  de  L'  ;  on  aura  évidem- 
ment L'  =  L  COS.  (LyLl)*^ 
si  la  droite  est  parallèle  aux  plans ,  on  aura 
COS.  (L,  L')  =  I,  et  L  =  L'. 

627.  Soit  ABC  un  triangle  dont  le  côté  AB 
est  parallèle  au  plan  de  projection ,  et  A'B'G' 
la  projection  de  ce  triangle  ;  de  C  et  C,  abais- 
sons des  perpendiculaires  CD ,  GH  sur  AB  et 
A'B'  î  G'iy  sera  la  projection  de  CD. 

3o' 
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AC»f6, 
A'B'  =  c'  =  c, 

MgU  dièdr»  ABC  «iveo  A'B'C  =;  », 

C'Dr  =  A', 
aire  ABC  =  S , 
aireA'FC  =  S'; 
en  «lira  h'  =  Acos.  « , 

S  »;  {hc, 

S'=  iAV, 
-»--oo».«. 

et  S'  =  S  COS.  a. 

628,  Menons  par  AB  un  plaa  parallèle  à 
cehii  de  projection ,  et  projetons  ABC  en  AfiC 
sur  ce  second  plan  ;  soît  AC'B  un  angle  droit , 
les  quatre  points  A  ^  B ,  C ,  G"  sont  les  som- 
mets d'une  pyramide triunguUire  tW^^cImgle 
en  C" , 

wilS"=;?aivefecçÇC"B=;iCC"xC'B, 
S'"=  aire  face  CG"  A=^CG"  x  C'A, 
aWi.ABX'D^î^iwîARC^ 
S  =  iAB.CD. 

—  1 CC""  (  AB^  ) 
S'*"^S"^+S'"^=iiAB»  (CG'^+G'B')  ==? 

Appelons  la  faoe,S  la  face  kjrpothinuse ,  on 
aura  cette  proposition  analogue  au  théaième 
de  PythagcN^e. 
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JDâm  ê^ute  pyramide  tiHsngtdéùre  Hi-»9Wh 
êmngle,  le  ^awé  de  la  face  horpùthénme  êst 
égmà  la  M§mme  d^  C(ur4s  4m  U^Ufaeu 
latérales. 

629.  Soient  teujoim  daas  la  anime  suppo- 
sition     a^  aiM^e  aièdi«.  AfiG,  ABC". 

on  aura  S' s;=  $  f^&*  çtt 

S"'^3eqs,  «^l 

et  eo9.*ae«feo8.*^4*cos.»y  ne  1. 

Zâ  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 

mue  fait  unptlm»  wee  trois  plam  f^tangu- 
iwte  §si  toujours  égale  à  funitén 

63e.  Si  du  sommet  G"  on  abaisse  une  peiv 
pendieulaire  CP  sur  la  face  hypothënuse  G  AB^ 
les  angles deC^'P  avec Cy'C, G^'A, G'B soQt  res. 
pcotivemeat  égaui;  à  «>  ^»  y  ;  donq  U  somme 
des  oarréa  dea  oosi»us  des  angles  que  Jfait  une 
droite  avec  tfoia  droitea  rectangulaires  est 
^a|e  à  Funité. 

63  r.  Menons  du  sommet  C"  une  seeonde 
droite   G'^Q,   faisant  avec  les  droites  G'^G, 
C'A ,  C'"B,  les  angles  J,  p!,  y\  on  a«ra 
oos.'  C"P,  G''Q  «COS.  aeos.  a' 
*f-  cos.  p  ces.  p* +00S.  y  cos.  7'. 

632.  Soh  un  triangle  ABG,  dont  le  plan 
fait,  avec  celui  de  projection,  un  angle  quel- 
conque a,  et  n'ayant  aucun  de  ses  côtés  pa- 
rallèle à  ce  plan  ;  par  A ,  menons  un  plan  pa- 
rallèle à  celui  de  projeotieii,  et  soit  D  le  point 
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d'intersection  de  ce  pian  avec  la  droite  BG  ; 
AD  sera  paralièie  au  pian  de  projection  ;  dé* 
signons  par  A',  B',  G',  ïï,  les  projections  res- 
pectives de  A ,  B ,  G  ,1) ,  on  aura 

aire  A'B'D'  =:  aire  ABD.  cos.  a  j 
aire  A'D'G'  =  aire  ADG.  cos.  a  5 
or  A'B'G  =  A'B'D'+  A'Û'G' 

ABG  =  ABD+AÛG; 

donc       A'B'G'  =  ABG.  cos.  a. 

La  conclusion  reste  la  même  lorsque  la  ligne 
AD  tombe  hors  du  triangle  ABG  :  donc  Taire 
de  la  projection  d'un  triangle  est  égale  à  Taire 
du  triangle  multipliée  par  les  cosinus  de  Tangle 
dièdre  que  forme  le  plan  du  triangle  avec  celui 
de  projection.    - 

633.  On  peut  partager  un  polygone  en  trian- 
gles ;  de  là  on  conclut  que  l  aire  de  la  projec- 
tion d'un  polygone  est  égale  à  Taire  du  poly- 
gone,  multipliée  par  le  cosinus  de  Tindinaison 
de  son  plan  sur  celui  de  projection. 

634*  En  considérant  une  figure  courbe  plane 
comme  un  polygone;  compose  d'une  infinité  de 
petits  côtés ,  on  conclut  que  Taire  de  la  pro- 
jection d'une  figure  plane  quelconque  est  égale 
à  Taire  de  cette  figure  multipliée  par  le  cosinus 
de  Tangle  d'inclinaison. 

635.  Soit  S  Taire  d'une  figure  plane;  S', S", 
S'",  les  aires  des  projections  de  ces  figures  sur 
trois  plans  rectancuiaires  ;  a,  p,  7,  les  angles 
que  forment  le  pian  de. la  figure  S  avec  les 
plans  de  projection ,  on  aura 

S'  =  S  cos.  a 
S"  =  S  cos.  p 

S'"=.cos.  7i 
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d'oa  S'»  -f  S"«  +  S'"'  =  S»  (  COS.  »  a + coâ.  »  p 
/|-cos.*7)  =  S.». 

Donc  le  carré  de  l*aire  d'ui^e  figure  plane  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  aires  des  trois 
projections  de  la  figure  sur  trois  plans  rectan- 
gulaires (628). 

Projection  sur  une  droite, 

636.  Si  d'un  point  donné  A  on  mène  un  plan 
perpendiculaire  à  une  droite  fiie  X ,  le  point' 
de  rencontre  A'  est  la  projection  du  point  A 
sur  la  droite  X. 

Soient  A'  et  B'  les  projections  de  deux  points 
A  et  B  sur  la  droite  X  ;  toutes  les  droites  com- 
prises entre  les  plans  projetans  auront  pour 
projection  la  longueur  A'B  ;  menez  par  le  point 
A'  une  parallèle  à  AB  ;  la  partie  interceptée 
entre  les  deux  plans  projetans  est  évidemment 
égale  à  AB ,  nommant  a  l'angle  de  AB  avec 
A^B'  on  aura  l'équation  A'B'  =  AB  cos.  a. 

Ainsi  la  projection  d'une  droite  sur  une  au- 
tre ,  est  égale  à  la  droite  projetée ,  multipliée 
Î)ar  le  cosinus  de  l'angle  ae  deux  droites.  De 
à  on  tire  des  conséquences  analogues  à  celles 
qu'on  a  énoncées  ci- dessus  pour  les  surfaces. 
Jja  plus  importante  est  celle-ci  :  la  projection 
du  côté  d'un  polygone  sur  une  droite  est  égale 
à  la  son^me  des  projections  des  côtés  restans 
«ur  la  même  droite  ;  il  n'est  pas  nécessaire  que  ' 
les  côtés  soient  dans  le  même  plan  et  selon  la 
situation  respective  des  côtés,  il  y  en  a  dont 
la  projection  doit  être  prise  soustractivement. 
Cette  propriété  9  écrite  algébriquement 
donne  l  équation  fondamentale  de  lapol^go- 
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npmàîrie  ei/bumit  Um formules  pour  la  trans- 
formation des  coordonnées ,  qui  ri  est  qiiun 
i64C  pmrticuli^r  4e  tétragonomitrie  planf  et 


Aire  de  lellipse. 

637.  Soit  0  le  centre  d'un  cercle  ;  parle  dîa- 
ipètra  AQB  menpns  un  plan  faUftnt  un  «mgle 
dièdre  ^  avec  celui  du  cercle)  projetops  1^ 
fsepcle  sur  ce  plan  \  la  projection  est  une  ellipse 
qui  aura  AB  pour  grand  axe ,  et  AB  cos.  a 
pour  pçtit  axe  ;  or  Taire  de  l'ellipse  est  égale 

AB* 
à  celle  du  cercle  ou  à  tt  — —  inultiplié  par 

4 

AB* 

QOS1    çk   (634)9      égalç   à   V  m^.cos.  oe;;?=ir. 

~  AB .  i  AB  cos.  a.  Ainsi  l'on  trouve  l'aire  d'une 
ellipse  en  multipliant  le  produit  de  ses  demi- 
axes  par  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre. 

Ou  peut  Éiusai  trouver  r^xpré^sioi^  dq  cette 
mi^e  cette  manière  : 

Sur  le  grand  ^\'^  de  l'ellipse  comme  dia* 
m^tre ,  décrivons  pne  circonférence  en  cou- 
pant 1^§  deux  courbes  par  une  suite  de  plans 
perpondienlaires  an  gi^and  axe ,  les  longueurs 
de$  sautions  oorrespondantes  sont  toujours 
dans  le  même  rapport  du  grand  axe  au  petit 
axe  \  donc  les  aives  comprises  entre  les  mêmes 
plans  sont  dans  le  m^n^e  'rapport  (  p^-pposit. 
îde  la  page  ^71). 

^îyist  I  a  déugnàDt  le  gri^nd  axe  et  ^  à  ta  f 
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p^tît  à-wê  i  on  aurA  pour  aira  du  «eit!l«  ^dP  et 

pour  celle  de  l'ellipse  na^ .  ~  =  tt  abi 

Il  est  facile  maintenant  de  détértniner  l'aire 
d*un  segment  et  d'un  secteui*  elliptique^. 

638.  Deux  diamètres  perpendiculaires  daûs 
le  cercle  se  projettent  suivant  deux  dianiètres 
conjugués  dans  l'etlipse  ;  en  joignant  les  ex- 
trémités de  ces  derniers  diamètres  par  des 
oordesy  on  aura  un  paraltélogramaie  inscrit 
dans  l'ellipse  I  et  il  est  la  projection  du  carré 
inscrit  dans  le  cercle  ;  or  1  aire  de  ce  carré  est 
invariable;  donc  aussi  l'aire  du  parai lélogranime 
inscrit  danà  l'ellipse  est  de  grandeur  invariable. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  la 


qui 

a' —  b^  est  constante ,  et  1  aire  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  diamètres  conjugués 
a  et  6  est  également  constante. 

jitfe  dé  tàpamb0k. 

^  63g»  Soient  A  et  V  deux  peints  pria  sur  vaut 
parabole;  YT  un  diamètre  prolotigé  reneon-* 
traDt  en  T  la  tangente  AT.  Il  s'agit  de  trouver 
l'aire  da  triangle  itiixtiligtie  AYT|eoiicevoils 
une  pyramide  ayant  son  sommet  eil  A  |  pour 
arête  AT  et  pour  base  l'aire  du  parallélogramme 
compris  sous  AT  et  TV  ;  coupant  la  pyramide 
et  le  triangle  mixtîliâne  par  tine  suite  de  plant 

1)arallèles,  l'aire  de  la  sêotioii  nyramidale  est  à 
a  longueur  àû  k  section  ditltt  le  triangle,  téu- 
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jours  dans  le  même  rapport  de  l'aire  de  la  base  à 
rareté  AT(62o);  donc  d'après lapropositioD  troi- 
sième de  la  page  27 1 ,  Iç  volume  de  la  pyramide 
est  à  l'aire  du  triangle  dans  le  même  rapport  ; 
et  l'on  en  conclut  facilement  aue  l'aire  mixti- 
ligne  est  égale  au  volume  de  la  pyramide  di> 
visée  par  sa  hauteur,  c'est-à-dire  au  tiers  de  sa 
base  ;  ainsi  le  triangle  mixtiligne  a  pour  aire 
le  tiers  du  parallélogramme  formé  sous  AT  et 
TY;  comme  on  connaît  l'aire  du  triangle  rec- 
tiligne  ATV,  on  aura  ainsi  l'aire  du  segment 
parabolique,  compris  entre  l'arc  AVet  la  corde 
AV. 

Surfaces  du,  second  degré. 

64o.  (jP'ig*  i35.)  On  a  donné  le  nom  de  sur- 
faces  du  second  degré  à  celles  qui  ne  peuvent 
être  rencontrées  par  une  droite  en  plus  de  deux 
points. 

Nous  allons  donner  une  idée  de  ces  surfaces. 

Ellipsoïde, 

64  f.  ABA'fi'  est  une  ellipse  ;  AA',  BB',  en 
sont  les  axes  rectangulaires ,  et  O  le  centre  : 
au  point  O  est  élevée  une  perpendiculaire  sur 
le  plan  de  l'ellipse;  sur  cette  perpendiculaire 
on  prend ,  à  partir  de  O ,  en  dessus  et  en  des- 
sous du  plan ,  deux  longueurs  OD,  OIK ,  égales 
chacune  à  BD.  Par  A  A' et  DIV,  pris  pour  axes, 
on  fait  passer  une  ellipse  dont  le  plan  est  évi- 
demment perpendiculaire  à  celui  de  l'ellipse 
AB ,  A'B'.  On  voit  la  moitié  de  la  seconde 
ellipse  transporté  en  ADA',  où.  elle  ^est  repré-- 
sentée  en  ranattement. 

Par  les  axes  BOB\  DOiy,  faisons  passer  une 
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troisième  ellipse  :  on  en  voit  la  moitié  rabattue 
en  A'DB';  menons  maintenant  une  suite  de 

Î)Fans  parallèles  au  plan  BDB'D'  ;  ils  coupent 
'ellipse  ABA'B'  suivant  les  cordes  JMTM', 
N'N  ,  etc. ,  et  l'ellipse  ADA'D'  suivant  les  cordes, 
passant  par  I,r»I,  etc.,  parallèlement  àDOD', 
et  égales  respectivement  à  2  fois  mm!,  min!, 
^pp'f  etc.;  construisant  successivement  toutes 
les  ellipses,  ayant  leur  centre  en  I,  T,  I'',  etc.^ 
et  pour  aïe  MM',  'imm'\  NN',  2  nn'  ;  PF,  app'; 
la  réunion  de  toutes  ces  ellipses  forme  une 
surface  nommée  ellipsoïde. 

Les  droites  AO  A',  BOB',  DOIX  sont  les  axes 
principaux,  et  O  le  centre  de  Tellipsoïde; 
connaissant  les  axes  principaux  d'un  ellip- 
soïde ,  on  peut  donc  construire  la  surface.  Les 
trois  plans  qui  passent  par  les  axes,  pris  deux 
à  deux ,  sont  les  plans  principaux* 

642.  Tout  plan  K  parallèle  au  plan  ABA'B' 
coupe  la  surface  suivant  une  ellipse.  En  e£fet , 
soit  il',  u,  if,  if ,  tt',  la  projection  de  cette 
courbe  sur  le  plan  ABA'B'  ;  les  droites  paral- 
lèles {fv\  uii,  sont  cordes  dans  les  ellipses  NN^ 
MM'  ;  de  plus ,  l'axe  i" ,  O ,  I",  est  dans  le  plan 
de  Tellipse  AD  A'  ;  alors ,  à  Taide  de  la  propriété 
des  segmens ,  on  démontre  facilement  que  ^(/^  : 
tttt'«  :  :  r  r  X  r  £"  :  :  If  X  lî"  ;  donc  la  courbe 
est  une  ellipse. 

643.  Ainsi,  dans  tout  ellipsoïde,  nn  plan 
mené  perpendiculairement  à  un  axe  principal 
coupe  la  surface  suivant  une  ellipse;  delà  on 
conclut  facilement,  en  s'appuyant  sur  la  pro- 
position des  segmens  : 

10  Toute  section  faite  dans  l'ellipsoïde  par 
un  plan ,  est  une  ellipse. 

2^.  Toutes  les  sections  parallèles  ont  les 

Zx 
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centres  distribués  sur  une  tnéme  droite ,  pas- 
sant par  le  centre  de  la  surface  ;  cette  droite  est 
un  diamètre  de  la  surface,  et  la  section  cen- 
trale est. dit  un  plan  conjugué  à  ce  diamètre. 

Tout  plan  passant  par  un  diamètre  donné 
coupe  la  surface  suivant  une  ellipse ,  et  le  plan 
conjugué  au  diamètre  suivant  Une  droite  ;  il  y  a 
deux  positions  où  cette  droite  est  conjuguée  au 
diamètre  donné  dans  la  section  elliptique.  Ainsi, 
à  chaque  diamètre  correspondent  deux  diamè- 
tres conjugués,  et  les  trois  plans  qui  passent  par 
ces  diamètres,  pris  deuxà  deux,  sont  des  je? /ans 
conjugués.  Ces  plans  ne  sont  à  angles  droits 
que  lorsque  les  diamèti*es  ^ont  des  axes  prin- 
cipaux.* On  démontre  que  le  volumie  du  paral- 
lélipipède  construit  sur  trois  diamètres  con- 
jugues est  constant ,  et  que  la  somme  des  car- 
rés de  ces  diamètres  est  aussi  constante. 

3°.  A  mesure  que  les  sections  parallèles  s'é- 
loignent du  centi^ ,  les  axes  de  rellipse  dimi- 
nuent ;  et  à  la  fin  l'ellipse  se  réduit  à  un  point, 
et  alors  te  plan  est  tangent  à  Teltipsoïde. 

4*^.  Par  un  point  pris  sur  l'ellipsoïde ,  faisant 
deux  '  sections  qui  donnent  deux  ellipses  , 
le  plan  qui  renferme  les  deux  tangentes  me- 
nées à  ces  deux  ellipses  par  le  point,  est  tan- 
l^nt  à  la  surface  ;  ce  plan  est  unique. 

5°.  Si,  par  un  point,  on  mène  tant  de  sé- 
cantes qu'on  voudra ,  les  points  qui  divisent 
ces  sécantes  harmoniquement  sont  situés  dans 
un  même  plan,  qui  est  le  plan  polaire  du 
point  (409)9  les  milieux  des  cordes  parallèles 
sont  situés  sur  un  même  plan  passant  par  le 
centre. 

6°  Tout  cône  qui  rencontre  un  ellipsoïde 
suivant  une  ellipse  >  le  coupera  en  sortant  aussi 
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suivant  une  ellipse  i  les  deux  ellipses  et  le  plan 
polaire  correspondais t  ^  sommet  du  cône  se 
rencontrent  suivant  la  même  droite. 

7^  Un  cône  étant  tangeut  à  un  eUipsoïc]e ,  la 
courbe  de  contact  est  une  ellipse  ;  elle  est  Vin- 
tersection  de  la  surface  par  le  plan  polaire  du 
sommet  du  cône. 

8°..  Toutes  les  sections  parallèles  ont  leurs 
centres  situés  sur  un  même  diamè^r^,  et  sont 
semblables. 

9"  Toute  section  perpendiculaire  à  un  plan 
principal ,  a  son  centre  et  un  axe  principe!  si- 
tué dans  ce  plan. 

10°  Soit  OB  le  j  aïe  moyen  entre  les  trois 
axes  principaux  ;  on  mène  dans  le  plan  ADA'D' 
deux  droites  OR ,  OR'  égales  chacune  à  OB  ; 
les  sections  passant  par  OR ,  OB ,  et  par  OR', 
OB',  sont  donc  des  cercles  ;  donc,  par  un  point 
quelconque  sur  l'ellipsoïde ,  menant  des  plans 
parallèles  à  ces  sections,  on  obtiendra  deux 
sections  qui  sont  aussi  des  cercles  (8°)  ;  ainsi 
par  chaque  point  de  l'ellipsoïde  passent  deux 
cercles  situés  sur  la  surface. 

On  conclut  du  numéro  6^.  comme  on  a  fait 

Î)ourla  sphère  (586),  si  on  coupe  la  surface  de 
'ellipsoïde  par  un  plan  parallèle  à  un  plan 
tangent  ;  prenant  le  point  Tle  contact  pour 
sommet,  une  ellipse  quelconque  tracée. sur  la 
surface  se  projette  coniquement  sur  )a  section 
parallèle  au  plan  tangent,  suivant  une  ellipse 
seiiiblable  à  celle  de  la  section.  Ces  projec- 
tions sont  dites  stéréo  métriques ,  en  terme  de 
géodosie.  On  en  fait  usage  dans  la  construction 
des  cartes  géographiques. 
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jugues  est  constant,  et  que  la  sommi 
rés  de  ces  diamètres  est  aussi  constat 
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qu'elle  sera  tangente  à  Tellipse  AA',  l'hyperbole 
se  réduit  à  deux  droites ,  et  le  plan  est  tangent 

647.  On  démontre  en  général  que  le  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  de  l'hyper-  • 
boloïde  ,  a  deux  droites  en  commun  avec  cette 
surface  ;  l'intersection  de  ces  droites  est  le 
point  de  contact;  par  conséquent ,  on  peut 
tracer  sur  l'hyperboioïde  à  une  nappe  une  in- 
finité de  droites  qui  divisent  sa  surface  en 
un  réseau  de  quadrilatères  rectilignes ,  mais 
n'ayant  pas  les  quatre  côtés  dans  un  même 
plan  ;  or,  une  droite  qui  est  assujettie  à  se 
mouvoir  sur  trois  autres  droites  non  situées 
dans  un  même  plan  , engendre  un  tel  réseau: 
donc  la  droite  mobile  décrit  alors  un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe. 

Hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 

648.  {Fig.  i36.)  Si  l'ellipse  AA.' devient  un 
cercle ,  toutes  les  sections  passant  par  l'axe 

J!  DOD'  deviennent  égales ,  et  rhyperboloïde  est 
"  engendré  par  la  révolution  de  l'hyperbole  E 
1\  autour  de  l'axe  DD'  ;  dans  ces  cas  ,  A'O  me- 
^^  sure  la  plus  courte  distance  des  droites  X  et  Y 
à  l'axe  DOD'  ;  et  dans  toutes  les  positions  du 
point  A  sur  la  courbe ,  la  droite  X  fait  évi- 
demment le  méine  angle  avec  l'axe  DD'.  L'hy- 
perboioïde de  révolution  à  une  nappe  est  donc 
p^  engendré  par  le  mouvement  d'une  droite  qui 
?k^  est  assujettie  à  faire  toujours  lé  même  angle 
a  ^  avec  une  droite  fixe ,  et  à  en  rester  éloigné 
ler"  d'une  distance  invariable  ;  les  deux  droites  X 
à  J5  et  Y  engendrent  le  même  hyperboloïde  ;  lors- 
que cet  angle  est  nul,  l'hyperboioïde  devient 
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yn    cylindre;  lorsque  la  distance  est  nulle, 
rhyperboioïde  devient  un  cône. 

Si  on  pi^end  sur  Taxe  fixe  de  rotatiop  deux 
points  quelconques,  M  et  M',  sur  la  droite 
mobile  deux  autres  points  N  et  N'  le  volume 
du  tétraèdre  ayant  ces  quatre  points  pour 
somn^et  est  cqnstaut ,  lorsque  les  distances 
MM  et  NN'  sont  constantes. 
(  Voir  note  Sa.) 

649.  Voici  une  méthode  facile  de  construire 
rhyperboloïde  de  révolution  :  découpez  en 
carton  deux  cercles  égaux ,  et  divisez-les  en  un 
même  nombre  des  parties  égales,  et  numérotez 
dans  chacun  les  points  de  division  par  ordre; 
fixez  les  cercles  de  manière  qu'ils  soient  paral- 
lèles et  que  la  ligne  qui  joint  les  centres  soit 
perpendiculaire  à  leurs  plans;  maintenant, 
joignez  par  des.  fils  les  points  des  deyx  cercles 
qui  portent  le  même  numéro,  en  haut  et  en  bas; 
si  la  direction  de  ces  fils  est  perpendicu- 
laire aux  plans  des  cercles,  ils  seront  les 
élémens  d'un  cylindre  ;  si  ces  directions  sont 
inclinées,  ces  fils  seront  les  élémens  d'un 
hyperboloKde  de  révolution. 

Hyperboloïde  à  deux  nappes, 

650.  (  Figi^^.  )  Si  les  deux  ellipses  ABA.'B' , 
ADA'D' ,  sont  remplacées  par  des  hyperboles  , 
alors  ,  conservant  le  même  mode  de  construc- 
tion,  Tellipsoïde  sera  changé  en  hyperboloïde 
à  deux  nappes  :  les  sections  perpendiculaires  à 
AA'  sont  des  ellipses  ;  les  deux  nappes  sont  sé- 
parées ;  si  les  hyperboles  sont  égales  on  aqi  a 
un  hyperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes  ; 
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elles  sont  engendrées  par  U  révolution  des  deux 
branches  de  Thyp^rbole  autour  de  Taxe  qui  1^ 
coupe.  Sur  cet:te  surface  ^  on  ne  peut  tracer 
aucune  droite. 

Parahoîoïde  elliptique. 

65i.  (Fig.  i35.)  Si  les  ellipses  ABA.'B',  AD 
A'D  ^  sorU  remplacées  par  des  paraboles ,  ayant 

Î)our  axe  AA',  toutes  les  sections  perpendicu* 
aires  à  BB'  sont  des  paraboles  égales  ;  mais  les 
sections  perpendiculaires  à  AA'  sont  des  el- 
lipse ;  lorsque  les  paraboles  directrices  de- 
viennent égales ,  le  paraboloïde  est  de  révolu- 
tion et  engendré  par  la  rotation  d'une  para** 
bole  autour  de  son  axe. 

On  ne  peut  tracer  aucune  droite  sur  cette 
surface. 

Paraboloïde  hyperbolique. 

652.  Dans  la  surface  précédente ,  toutes  les 
sections  pai*allèles  à  DBD'B'  sont  des  ellipses 
sem})lables ,  partagées  en  deux  parties  égales 
par  le  pjan  ADA'D'.  Supposons  que  chaque  ~ 
ellipse  fasse  un  demi-tour,  dans  spn  plan,  de 
manière  à  présenter  sa  convexité  au  plan  AD 
A'D' ,  et  qu'ensuite  chaque  7  ellipse  devienne 
une  7  hyperbole  4yant  mêmes  axes;  la  surface 
qu'on  obtient  est  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique ,  toutes  les  sections  parallèles  à  DBD'B' 
sont  des  hyperboles  semblables;  et  lorsque  les 
plans  deviennent  tangens  ,  les  hyperboles  se 
changent  en  deux  droites;  ainsi,  par  chaque 
point  de  cette  surface  passent  deux  droites  si- 
tuées sur  la  surface  1  on  peut  donc  aussi ,  com- 
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me  en  647»  le  diviser  en  un  réseau  composé  d'une 
infinité  de  quadrilatères.  Si  on  coupe  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  à  ADÂ'D' ,  on  ob- 
tient des  paraboles  égales,  mais  tournées,  dans 
un  sens  opposé  à  celui  qu'elles  ont  dans  le 
paraboloïae  elliptique;  ae  sorte  que,  si  on 
conçoit  que  dans  celui-ci  toutes  les  paraboles 
fassent  dans  leur  plan  un  demi-tour,  on  ob- 
tient le  paraboloïde  hyperbolique  ;  ,ou  bien 
encore  si  dans  Thyperboloïde  a  une  nappe, 
l'ellipse  ABA'B'  devjient  une  parabole  ,  on  tor- 
tie  un  paraboloïde  hyperbolique;  aussi  ces  deux 
surfaces  peuvent  être  çngendrées  par  le  mou- 
vement aune  droite  ;  mais,  dansl'hyperboloïde 
elliptique,  le  plan  mené  par  le  diamètre 
AA  et  la  droite  AY  rencontre  une  seconde 
fois  sa  surface ,  suivant  une  droite  parallèle  à 
AY  ;  tandis  que  dans  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique, ce  plan  ne  peut  plus  rencontrer  la  sur- 
face ;  et  réciproquement  aucun  élément  de  la 
surface  ne  peut  rencontrer  ce  plan  :  donc  le 
paraboloïde  elliptique  est  engendré  par  le  mou- 
vement d'une  droite  qui  s'appuie  *sur  deux  au- 
tres^ et  reste  constamment  parallèle  à  un 
plan  fixe. 

653.  Il  existe  donc  cinq  surfaces  du  second 
degré:  i^  lellipsoïde;  2<>  Thyperbolôïde à  une 
nappe;  3®  Thyperboloïde  à  deux  nappes  ;  4°  le 
paraboloïde  elliptique  ;  5®  le  paraboloïde  hy- 
perbolique ;  les  quatre  dernières  sont  des  mo- 
difications de  la  première  ,  et  toutes  les  pro- 
priétés énoncées  (643)  convenablement  mo- 
difiées ,  appartiennent  à  toutes  les  surfaces  du 
second  degré  ;  les  trois  premières  surfaces  ont 
un  centre,  les  deux  autres  eu  sont  privées.  Le 
paraboloïde  hyperbolique  est  le  seul  sur  lequel 
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on  ne  puisse  tracer  nî ellipse,  ni  cercle.  On  dis- 
tingue encore  comme  cas  particuliers  :  i^  le  cô- 
ne du  second  degré;  il  est  engendré  par  le 
mouvement  d'une  droite  qui  s'appuie  constam- 
ment sur  une  Sjection  conique  et  passe  tou- 
jours par  le  même  point  ;  or  ,  par  chaque  point 
du  cône ,  passent  deux  cercles  ;  et  on  peut 
prendre  un  quelconque  de  ces  cercles  pour 
base  :  donc,  tout  cône  du  second  degré  est  un 
cône  oblique  ou  droit  à  base  circulaire. 

On  donne,  d'après  M.  tiachette,  le  nom  gé- 
néral de  surfaces  réglées  à  toutes  celles  qui  sont 
engendrées  par  des  droites ,  parce  qu'on  peut 
appliquer  contre  elles  une  règle  qui  les  tou- 
che suivant  toute  sa  longueur.  jDans  toute 
surface  réglée  le  plan  tangent  a  une  droite  en 
commun  avec  la  surface;  si  pour  tous  les  points 
situés  sur  cette  droite  le  plan  tangent  reste  le 
méme^  alors  il  touche  )a  surface  tout  le  long 
de  la  droite ,  et  la  surface  est  dét^eloppable  ; 
mais  «i  le  plan  tangent  change  déposition  avec 
le  point  de  contact ,  alors  Ja  surface  n'est  pas 
développable ,  et  porte  le  nom  de  surface 
gauche ,  terme  emprunté  delà  coupe  des  pier- 
res, où  un  quadrilatère  est  dit  gauche  quand 
les  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Les  cylindres ,  tes  cônes ,  etc. ,  sont  des  sur- 
faces réglées  dévcloppables  ;  leshyperboloïdes 
elliptiques  et  paraboliques  sont  aes  surfaces 
réglées  gauches  (  Voyez  le  Traité  des  Surfaces 
réglées  que  vient  de  publier  JVL  Gascheau.) 

654-  Les  surfaces  du  secoua  degré  jouissent 
encore  d'autres  propriété  importantes  ;  on  les 
trouve  dans  les  traités  algébriques  ou  géomé- 
triques composés  sur  cette  matière  par  MM. 
Biot  9    Leroy ,  Dupin ,    Poncelet ,    et  dans 
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les  aunales  de  Mathématiques,  publiées  par 
M.  Gercçonne  ;  on  y  voit ,  par  les  travaux  de 
MM.  Châles,  Sturm,  Bobilier  et  Gergonne  , 
que  même  dans  la  science  de  Tétendue,  les 
méthodes  algébriques  sont  non-seulement  les 

Ï)lus  générales ,  les  plus  fécondes  ,  mais  encore 
'emportent  sur  les  considérations  géométri- 
ques par  la  facilité  et  la  brièveté,  (ftiote  33.  ) 

P^olumes  de  t ellipsoïde  et  du paraboloïde 

elliptique.    . 

655.  Soient  2  a  ,  2  6 ,  2  c  les  axes  principaux 
d'un  ellipsoïde  \  imaginons  une  sphère  ayant  2 
C  pour  diamètre  ;  d'après  le  même  principe 
(page  271)  le  volume  de  l'ellipsoïde  est  à  celui 
de  la  sphère  comme  les  aires  des  sections  faites 
perpendiculairement  à  l'axe  2  e,  or  le  volume 
de  la  sphère  est  égal  à  |  ir  a^  donc  celui  de  Tel- 
lipsoïde  sera  égal  à 

ab 

Ittp^Xw  —  =  4  Tcabc  î 

,  656.  Si  on  fait  dans  le  paraboloïde  elliptique 
une  section  perpendiculaire  à  l'axe  principal,  le 
volume  du  segment  est  toujours  la  moitié  du 
cylindre  qui  aurait  pour  bases  la  section  ellip- 
tique ,  et  pour  hauteur  celle  du  segment. 

En  elfet  concevons  un>triangle  ayant  même 
hauteur  que  le  segment)  faisant  des  sections 
perpendiculaires  à  la  hauteur  ,  et  appliquant 
le  second  principe  (page  27 1)  on  en  conclut  que 
le  volume  du  segment  divisé  par  sa  base  est 
é^al  à  l'aire  du  triangle  divisée  par  sa  base  ; 
doiic  ;  etc. 
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Sur  le  volume  du  pardholoïde  hyperbolique , 

ou  du  Conoïde, 

65^.  Soit  une  pyramide  triangulaire  CQAP, 
trirectangle  en  Q  ;  dans  le  plan  CQA  construi- 
sons le  pai  allëlogramme  CQÂB  ,  et  supposons 
que  la  droite  CB,  se  meuve  toujours  appuyée 
sur  les  droites  AB  et  CP  ,  et  parallèlement  au 
plan  du  triangle  AQP;  elle  engendrera  une 
surface  conoïde.  Le  volume  du  solide  compris 
entre  cette  surface,  les  triangles  ÀQP  ,  CQP 
et  le  parallélogramme  CQAP  ,  est  égal  à  l'aire 
du  triangle  CQP  multipliée  par  la  moitié  de 
AQ.  £n  effet ,  faisons  dans  le  solide  une  sec- 
tion cqp ,  parallèle  au  plan  CQP ,  on  a  l'an- 
gle CQP  égal  à  Vangle  câr/7 ,  et  cq  =  CQ  comme 
parallèlle  entre  parallèle  ;  donc  CQP  :  cqp  :  : 
PQ  :  pq  ,  ou  comme  AQ  :  Aq,  Ainsi  :  les 
aires  sont  proportionnelles  à  leurs  distances 
à  l'arête  AB;  concevons  un  triangle  ayant 
même  hauteur  AQ  et  une  base  située  dans  le 
plan  CQP;  faisant  des  sections  parallèles  à  ce 
plan  ,  on  pourra  appliquer  le  deuxième  prin- 
cipe (pag.  271)  donc  le  volume  du  conoïde 
divisé  par  sa  base  PCQ  est  égal  à  Taxe  du 
triangle  divisé  par  sa  base;  donc,  etc.,  le  rai- 
sonnement reste  le  même  ,  si  l'angle  solide  Q, 
au  lieu  d'être  tri-rectangle,  est  quelconque» 
et  si  Ton  remplace  la  directrice  droite  CP  pal* 
une  ligne  courbe  située  dans  le  plan  CQP. 

Théorie  des  moyennes  distances,  , 

658.  On  peut  trouver  facilement  les  aires  et 
les  volumes  des  surfaces  de  révolution  et  les 
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volumes  de  certaines  surfaces  cylindriques,  au 
moyen  de  la  théorie  dite  des  moyennes  distan^ 
ces ,  que  lious  allons  succinctement  exposer. 

659 .  Soient  A ,  B ,  G ,  trois  points  qui  se 
succèdent  en  ligne  droite,  et  A ,  B',  C  leurs 
projections  orthogonales  sur  un  plan  quelcon- 
que ,  on  aura  toujours ,  comme  il  est  facile  de 
s  en  convaincre, 

BB'xAC  =  AA'xBC+CC'xAB,  | 

et    BB'xAC=AA'xB'C+CC'xA'B\ 

660.  Si  AB  =  BG ,  alors  AG  =  2AB , 
et  l'on  a         2BB'=AA'+CC'; 

ce  qui  est  connu. 

Si  AB  =  2BG ,  alors  AC  =  3  BG , 

et  il  vient      3  BB'  =  AA'+ 2  GC'. 

Si  AB  =  3BG ,  alors  AG  =  4BG , 

et  il  vient      4BB' = AA' + 3  GG'. 

Soient  cinq  points  A,  B,  G ,  D,  E  se  succé- 
dant en  ligne  aroite  ,  et  de  manière  que  Ton 
ait  AB  =  BG  =  GD  =  DE ,  et  A',  B',  G',  D',  IT, 
leurs  projections  sur  un  plan ,  on  aura 

2GG'  =  BB+DD'(659), 

2GC'  =  AA'+EE'; 
doù     4CG'=AA+BB'+DD'+EE'. 

660.  Le  point  G  est  le  point  de  moyenne  dis- 
tance relativemei^t  aui  quatre  points  A,B>I),£. 
Soit  en  général  une  droite  divisée  en  un  nom 
bre  pair  271  de  parties  égales ,  on  axn*a  2/2 -h  i 

Ï>oints  de  division ,  comprises  les  extrémités  de 
a  droite  ;  et  le  point  milieu  de  la  droite  est  le 
point  de  moyenne  distance  relativement  aui 
2»  autres  points;  c'est-à-dire  que  la  distance 
de  ce  point  à  un  plan  quelconque  est  égale  à 
la  somme  dçs  distances  des  autres  points  à  ce 
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même  plan  divisé  par  le  nombre  un  de  ces  dis- 
tances. Lorsque  le  plan  est  perpendiculaire  à 
la  droite,  les  distances  sont  comptées  sur  la 
droite  même ,  à  partir  du  point  d^ntersection. 
Le  nombre  n  étant  quelconque ,  et  aussi  con- 
sidérable qu'on  veut,  on  a  donné  au  point 
milieu  d'une  droite  le  nom  de  moyenne  dis^ 
tance  de  la  droite  ;  en  statique,  ce  même  point 
se  nomme  centre  de  gravite  de  la  droite. 

661.  Soient  AB,  CD ,  deux  droites  de  lon- 
gueur déterminée,  situées  ou  non  dans  un 
même  plan ,  I  le  milieu  de  AB,  et  L  le  milieu 
de  CD,  que  Ton  divise  AB  en  2m  parties 
égales ,  et  CD  en  2/1  parties  égales;  et  si  l'on 

^.  AB      CD 

fait  —  = —  ,  toutes  les  2  m  +  2  /^  parties 
m        n 

sont  égales  entre  elles.  Prenons  sur  la  droite 

IL  un  point  O  tel ,  que  Ion  ait 

IO:OL::CD:AB::/i:m: 

d'où  l'on  tire  IL  :  CD  +  AB  :  :  10  :  CD. 

Abaissant  des  points  1 ,  O ,  L  des  pei*pendi- 
culaires  II',  00'^ LL'  sur  un  plan  quelconque, 
on  aura 

00'  X  IL  =  ir  X  OL + LU  X 10  (659)  5 
d'où  00'x(/i+/w)=/7iXir4'/iXLL', 
et       OO'X  (CD+AB)  =  irx  AB+LL'xCD. 

Or,  les  produits  m  X  H'^  n  X  LL'  sont  res- 
pectivement égaux  à  la  somme  des  distances 
des  points  de  division  situés  sur  AB  et  sur  CD 
(660)  ;  le  point  O  est  donc  le  point  de  moyenne 
distance  des  2w+27ï  points,  et  comme  m-^-n 
est  un  nombre  entier  quelconque ,  le  point  O 
est  le  point  de  moyenne  distance  des  deux  lon- 
gueurs AB  et  CD« 

Ainsi,  pour  trouver  le  point  de  moyenne 


3^4  MANUEL 

distance  de  deux  longueui*s  AB,  CD,  on  rénnit 
par  une  droite  les  moyennes  distances  de  ces 
deux  longueurs,  ensuite  on  partage  cette  droite 
en  deux  segmens   tels  que  l'on  ait 

AB:CD::L0:10, 

OU  en  segmens  réciproquement  proportionnels 
aux  longueurs. 

667..  Etant  données  maintenant  tant  de  lon- 
gueurs Z,  l\  l'\  l'"  qu'on  voudra  ;  sojt  I  le  point 
de  moyenne  distance  de  /  et  /';  joignez  I  au 
milieu  de  P'  -,  partagez  cette  droite  en  segmens 
réciproquement  proportionnels  k  l*\-l!  et/", 
vous  aurez  un  point  1'  \  joignez -le  au  milieu  de 
l'"f  et  partagez  la  droite  en  parties  récipro- 
quement proportionnelles  kl-i-l'  +  l"  etl'",  et 
ainsi  de  suite.  Le  dernier  point  ainsi  déterminé 
est  le  point  de  moyenne  distance  des  longueurs 
1,1', l',  etc.  Et  si  l'on  désigne  par  P>p\p'\p"' 
les  moyennes  distances  de  i,i',l",r\  et  par  P 
la  moyenne  distance  de  toutes  ces  longueut^  y 
il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

z=pi  4-y /'  4-/7"  +/"  r + . . . . 

Ce  point  est  le  même  qu'on  nomme ,  en  sta- 
tique ,  le  centre  de  grai>ité  d%  système  de 
ces  droites, 

663.  Si  tout  restant  le  niéme,  une  de  ces 
droites»  /,  par  exemple,  sans  dianger  de  lon- 
gueur, vaiie  de  position. 

Soit  I  le  milieu  de  l  dans  la  première  po- 
sition, et  r  son  milieu  dans  la  seconde  posi- 
tion ,  de  sorte  que  le  chemin  décrit  par  ce  mi- 
lieu est  ir.  Soit  G  le  centre  de  gravité  du 
système  dans  la  première  position ,  et  G'  dans 

la  seconde  position,  GG'  sera  le  chemin  dé*> 
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crit  par  le  centre  de  gravité  d|i  système,  en 
vertu  du  déplacement  de  /.  Soit  encore  U  )e 
centre  de  gravité  du  système ,  quand  on  en  ôte 
la  droite  //  il  est  évident  que  les  points  H, G,I 
sont  sur  la  même  droite,  et  désignant  la  somme 
des  longueurs  l-^t+l"+, .  .  par  L,  le  point 
G  divise  la  droite  HI  en  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  à  /  et  à  L  —  /.  Mais  les 
trois  points  H ,  G',  T  sont  aussi  sur  une  droite 
que  G'  divise  en  parties  réciproquement  pro- 
portionnelles à  /  et  L  — /,  les  droites  HGI, 
HGT  sont  donc  divisées  proportionnellement 
en  G  et  G',  il  s'ensuit  que  GG'  est  parallèle  à 
II'.  et  qu'on  a  la  proportion  - 

GG'.H':  :HGîHI;:/::LxDCxL 

et  GG'xL  =  irx/. 

Donc  le  périmètre,  multiplié  par  le  chemin 
que  fait  son  centre  de  gravité  lorsqu'un  côté  se 
déplace,  est  égal  au  côté  mobile  /  multiplié  par 
le  chemin  que  fait  son  centre  de  gravité  ;  de  là 
on  conclut,  i®  que  si  le  centre  de  gravité  I  du 
côté  mobile  décrit  un  polygone  quelconque, 
le  centre  de  gravité  du  système  décrit  un  po- 
lygone semblable  ;  2°  que  si  le  centre  de  gra- 
vité du  côté  mobile  décrit  une  courbe  quel- 
conque, le  centre  de  gravité  du  système  dé- 
crit une  courbe  semblable;  3°  que  les  chemins 
faits  par  ces  deux  centres  de  gravité  sont  en 
raison  inverse  des  longueurs  du  côté  mobile 
et  de  la  somme  dé  tous  les  côtés. 

664»  Les  points  A,  B,  G  n'étant  pas  en  li- 
gne droite  ;  soit  I  le  milieu  de  BC ,  prenez  sur 
AI  une  longueur  10  égale  au  j  dé  Al  j 
projetez  les  points  A ,  B ,  C ,  I ,  O  sur  un  plan 
quelconque  en  A',  B',  G',  T,  O',  on  aura 
300'=5:AA'4-ï.  ir(66o)} 
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mais  an'=BB'4-CC': 

donc        300'  =  AA'+BB'+CC'. 

Ainsi  0  est  le  point  de  moyenne  distance 
relativement  aux  points  A ,  B ,  G. 

Les  droites  AO ,  BO ,  GO  prolongées  cou* 
pent  en  deux  parties  égales  BG  ,  AG ,  AB  :  on 
a  donc  un  moyen  facile  de  trouver  le  point  O. 

665.  Prenons  sur  AB  ,  AC  deux  points  b  ,  c 
tels  que  b  c  soit  parallèle  à  BG  ;  la  droite  AO 

1>asse  par  le  milieu  de  6  c  :  donc  elle  contient 
e  point  de  moyenne  distance  des  deux  droi- 
tes parallèles  BG  ,  bc,  et^  en  général,  elle 
contient  le  point  de  moyenne  distance  du  sys- 
tème de  toutes  les  droites  parallèles  à  BG  ,  et 
renfermées  entre  AB  et  AG  ;  de  même  BO  con- 
tient le  point  de  moyenne  distance  des  paral- 
lèles à  AC  ,  comprises  entre  BG  et  BA.  Gomme 
le  nombre  de  ces  parallèles  est  indéterminé , 
et  qu'elles  remplissent  Taire  du  triangle,  on  a 
donné  au  point  O  le  nom  àe point  de  moyenne, 
distance  de  l'aire  du  triangle  ABG  ;  et  ce  point 
est  celui  qu'on  nomme ,  en  statique,  centre 
de  gratuite  de  l'aire  du  triangle.  Nous  nous  ser- 
virons dorénavant  de  cette  dénomination  pour 
abréger  le  discours. 

666.  Soient  ABG,  abc,  deux  triangles; 
M  et  m,  leurs  centre  de  gravité  ;  prenant  sur 
Mm  un  point  O  tel,  que  Ton  ait 

aire  ABG  :  aire  abc  '-  '-  mO:  MO  ; 
le  point  O  sera  le  centre  de  gravité  de  la  somme 
des  deux  triangles  ABG  et  abc;  et  projetant 
M  ,  O  ,  m  sur  un  plan  quelconque  ,  on  aura 

00'  X  Mm=  MM'  X  m  O-hmm'  X  MO  : 
d'où 

Oax  (ABC+aft(?)  =MM'  X  ABG+m/»'x  €ibc  ; 
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et  en  continuant  de  raisonner  de  la  même 
manière  pour  un  nombre  quelconque  de  trian- 
gles, on  parvient  à  cette  proposition  géné- 
rale. 

Etant  donné lin  système  de  triangles,  cher- 
chant les  centres  de  gravité  de  chaque  trian- 
gle et  celui  de  tout  le  système ,  la  somme  des 
aires  de  tous  ces  triangles  ,  multipliée  par  la 
distance  du  centre  de  gravité  du  système  à  un 
plan  quelconque ,  est  égale  à  la  somme  des 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant  l'aire  de 
chaque  triangle  par  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  au  même  plan. 

66^^.  Si  tous  ces  triangles  sont  dans  un  même 

Slan ,  leurs  aires  sont  entre  elles  comme  celles 
e  leurs  projections  :  donc  on  peut  dans  ce  cas, 
comme  dans  la  proposition  précédente ,  rem- 

{placer  les  aires  des  triangles  par  celles  de 
eurs  projections. 

Cette  conclusion  ne  dépend  ni  du  nombre, 
ni  de  la  grandeur ,  ni  de  la  position  des  trian- 
gles dans  le  plan  :  elle  est  donc  applicable  aux 
courbes  planes. 

Il  est  facile  aussi  de  conclure  de  là  que  la 
projection  du  centre  de  gravité  de  l'aire  d'une 
surface  plane  est  le  centre  de  gravité  de  Faire 
de  la  projection. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  projec^ 
tions  obliques. 

APPLICATION   A   LA  RECHERCHE   DES  AIRES  ET 

DES  VOLUMES. 

Hélice  cylindrique. 

668.  AB  ,  BC ,  CD ,  DE ,  etc. ,  étant  un  po- 
lygone ouvert ,  M ,  N ,  O ,  P ,  etc. ,  les  milieux 

32' 
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deAB,  BG,GD,  DE,  etc. .  et  K  le  centre  de 

gravité  du  système  ;  projetant  le  système  sur 
un  plan  quelconque ,  et  désignant  les  projec- 
tions par  des  lettres  accentuées ,  on  aura 

KK'(AB  +  BC+CD+DE+..)  = 

=  AB  X  MM'  +  BG  X  NN'  +  CD  X  00'  +  . . . 

Si  les  côtés  AB ,  BG ,  CD  . . .  sont  également 
inclinés  sur  le  plan  de  projection ,  on  a  alor^ 

AB       BG       CD 
rB'^B'C'^G'D' 
donc  aussi 

KK'  X  (A'B'  + B'C'+ CD' +  D'E' . ..)  = 
=  A'B'  X  MM'+B'C  xNN'  +  C'D'x  OC; 

mais  les  produits  du  second  membre  expri- 
ment les  aires  des  trapèzes  ABA'  B' ,  BCB'  G'  : 
donc  Taire  de  la  surface  prismatique  ABCDE 
A'B'C'D'E  est  égale  au  périmètre  de  la  p^'ojec- 
tion  A'fi'G'D,  multipliée  par  la  distance  du 
centre  de  gravité  de  ABCD  à  ce  plan. 

669.  L'hélice  décrite  sur  un  cylindre  droit 
peut  être  considérée  comme  un  polygone  d'une 
infinité  de  petits  côtés  également  inclinés  sur 
la  base  :  donc  l'aire  du  triangle  mixtiligne , 
formé  par  Tare  de  l'hélice  ,  par  celui  de  la  oase 
et  parla  droite^  côté  du  cylindre,  est  égale  à 
l'arc  de  sa  base,  multiplié  parla  distance  du 
centre  de  gravité  de  l'hélice  à  cette  base.  Or  , 
cette  aire  est  aussi  évidemment  égale  à  l'arc 
circulaire  multiplié  par  la  moitié  du  côté  du 
cylindre  :  donc  le  centre  de  gravité  de  l'hélice 
est  à  cette  distance  de  la  base ,  et  ce  centre  a 
pour  projection  le  centre  de  gravité  de  l'arc 
-'irculaii^. 
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Aire  des  surfaces  de  réi^olution. 

670.  Soient  AB,  BC,  CD,  DE,  etc.,  les 
côtes  successifs  d'un  polygone  plan;  a,  è,  c, 
d,  etc. ,  les  milieux  de  ces  côtés;  et  a\  b' ,  c' , 
d\etc.y  les  projections  de  ces  milieux  sur  un  axe 
situé  dans  le  plan  du  polygone;  si  le  polygone 
tourne  autour  de  cet  axe ,  chaque  côté  décrira 
un  cône  tronqué;  la  somme  des  aires  de  ces 
cônes  tronqués  est  égale  à  (610) 

AB  X  27r  aa'  +BC  X^'r^bl/  +ÇDx  27r cc'  + . . 

Soit  O  le  centre  de  gravité  4p  périmètf*e 
ABGD . . . ,  on  aura  (661  ) 

00'x(AB  +  BC  +  CD  +  DE...)  = 

=  AB.aa'-^BV^.bb' CL.ec'  +  .J.  : 

donc  l'aire  décrite  est  égale  à 

27r.OO',  AB  +  BC  +  CD  +  CE... 
Cette  proposition  s'énono;  ainsi  : 
La  surface  décrite  par  un  polygone  plan, 
tournant  autour  d'un  axe  situe  dans  son  plan, 
a  pour  aire  le  périmètre  du  polygone  multiplié 
par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de 
gravité. 

671.  Cette  proposition  ne  dépend  ni  des 
longueurs ,  ni  du  nombre  des  côtés ,  ni  de 
leurs  inclinaisons  respectives  :  elle  a  donc 
également  lieu  pour  des  courbes  planes. 

Ainsi ,  l'aire  d'une  surface  annulaire ,  autre- 
ment dite  le  tore ,  décrite  par  une  circonfé- 
rence tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son 
plan ,  est  égale  à  cette  circonférence  multi- 
pliée par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  ;  soit  donc  R ,  le  rayon  de  la  circonfé- 
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rence  mobile;  B,  la  distance  de  son  centre  à 
Taxe ,  et  S  ,  Taire  cherchée ,  on  aura 

672.  Si  une  demi-circonférence  d'un  rayon 
R  tourne  autour  de  son  diamètre  ;  soit  d,  la. 
distance  de  son  centre  de  gravité  à  Taxe ,  l'aire 
engendrée  est  égale  à 

7r.RX27r^  =  7r^£;?R; 
mais  cette  aire  est  celiç  de  la  sphère  : 
donc  27r'rfR=4TrR*; 

2R 

d'où  £;?=—,  et  ir  rf=  2R. 

Donc,  si  du  centre  on  décrit  une  demi-circon^ 
férence  ayant  pour  rayon  la  distance  du  centre 
de  gravité  de  la  demi-circonférence ,  elle  a 
même  longueur  que  le  diamètre, 

673.  Dans  la  surface  annulaire  dont  il  est 
question  au  n°  670,  la  demi-circonférence  qui 
tourne  sa  concavité  à  l'axe,  engendre  une 
aire  égale  à 

ttR  .2  7r(D+— )  =  27r='RD+47rR=»; 

et  la  demi-circonférence  qui  tourne  sa  con- 
vexité à  l'axe ,  engendre  une  aire  égale  à 

ffR.2  7rrD--— j  =  27rR«D— 47rR» 

Les  deux  ensemble  engendrent  une  aire 
égale  à  4  w  R"  D,  comme  il  a  été  trouvé 
ci-dessus;  ainsi,  la  demi-circonférence  concave 
engendre  la  moitié  de  la)  surface  annulaire , 
plus  Faire  d'une  sphère  de  même  rayon,  et 
la  demi  -  circonférence  convexe  engendre  la 
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moitié  de  la  surface  annulaire ,  moins  la  sphère 
de  même  rayon. 

674*  Soit  i|n  arc  de  cercle  a  de  longueur 
l,  de  rayon  R,  tournant  autour  d'un  axe, 
passant  par  son  centre,  parallèlement  à  sa  cor- 
de, et  désignons  par  ^ la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  Taxe  ou  au  centre.  Taire  engendrée 
sera  égale,  à  2  tt  ^  .  /;  or ,  nous  savons  que 
cette  aire  a  pour  expression, 

27rR.2Rsin.^a; 
donc  2nd,  /=  2TrR .  2R .  ^in.  f  a  ; 

„  ,         2R''sin.^a     ,2RUang.  jàcos.  ^a 

d  ou  <y=: îi—  =' S-j 2 —  :=: 

R . corde 

""  /  ' 

or  ^<2Rtang.  I^a; 

donc  ^  >  R  COS.  J  a. 

Ainsi ,  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle 
est  toujours  situé  entre  l'arc  et  sa  corde. 

Folumes  des  surfaces  cylindriques  et  de 

réifolution. 

675.  La  solidité  d'un  prisme  triangulaire 
tronqué  est  égale  à  sa  base,  multipliée  par 
le  tiers  de  la  somme  de  ses  trois  hauteurs 
(p.  286);  or.  le  tiers  de  cette  somme  est 
égal  à  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la 
section  à  la  base  :  donc  cette  solidité  est  aussi 
équivalente  à  la  base,  multipliée  par  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  la  section  à 
cette  base. 

676.  Soit  maintenant  un  prisme  polygonal 
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tronqué,  on  peut  le  décomposer  en  prismes 
triangulaires  tronqués  ;  la  solidité  de  chaque 
prisme  triangulaire  est  égale  à  sa  base,  multi- 
pliée par  la  distance  de  cette  base  au  centre 
de  gravité  de  la  section  triangulaire  ;  or ,  la 
somme  de  tous  ces  produits  est  égale  à  la  base 

Eolygonale ,  multipliée  par  la  distance  de  cette 
ase  ai]^  centre  de  gravité  de  la  section  poly- 
gonale :  donc ,  la  solidité  d'un  prisme  polygo- 
nal tronqué  est  égale  à  Taire  dé  sa  base,  mul- 
tipliée par  la  distance  du  centre  de  gravité  de 
la  section  polygonale  à  la  base.  Lorsqu'on  me- 
sure les  distances  parallèlement  aux  côtés  du 
prisme ,  il  faut  les  multiplier  par  le  sinus  de 
l'angle  d'inclinaison  sur  la  base. 

677.  La  solidité  d'un  cylindre  tronqué  est 
donc  aussi  égale  à  l'aire  de  sa  base ,  multi- 

i)liée  par  la  distance  du  centre  de  gravité  de 
a  section  à  cette  base  ;  si  la  section  est  une 
ellipse ,  le  centre  de  gravité  est  évidemment 
le  centre  de  la  courbe. 

Evaluation  des  solides  de  révolution. 

678.  ABC  étant  un  triangle  rectangle  en 
A,  si  ce  triangle  tourne  autour  de  AC ,  son 
aire  décrit  le  volume  d'un  cône  droit  ;  soit  G 
le  centre  de  gravité  de  l'aire  du  triangle ,  sa 
distance  à  Taxe  AC  est  égale  au  tiers  de  AB. 
(654.) 

Faisons  AB  =  R , 
AC  =  H, 
V  =  volume  du  cône, 
D  =  distance  du  centre  de  gravité 
du  triangle  àraxe=:  jRj 
on  aura  V  =  ^H.7rR»  =  fHR.|7rR=: 

f  HR.2D7r; 
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donc,  le  volume  du  cône  est  égal  k  Taira  du 
triangle  générateur»  multipliée  par  la  circon« 
férence  que  décrit  son  centre  de  (^ravité. 

679.  Soit  ABD£  un  trapèze  rectangle  en  A 
et  en  D;  prolongeons  B£  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  AD  en  C;  le  trapèze  ABDE  est  la 
différence  des  deux  triangles  rectangles  GDE , 
GAB;  soient  G,  ^,  7  les  centres  de  gravite  du 
trapèze  et  des  triangles  GDE  et  CAB  ,  et  G', 
g^ ,  7' les  projections  de  ces  points  sur  la  droite 
CAD ,  on  aura 

CAB  X  77  +  ABDE  X  GG  s±  CDE  x  g^. 

Concevons  maintenant  que  le  trapèze  dé- 
crive uu  cône  tronqué, en  tournant  autour  d'e 
AD  y  le  volume  de  ce  tronc  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  volumes  engendrés  par  les  triangles 
GDE,  CAB  :  donc  ce  volume  a  pour  expression 

CDE .  ^T^g^—  CAB .  !iit77'  =  ABDE .  ^tt  .  GG'; 
donc  le  volume  du  tronc  de  cône  droit  est  égal 
à  Faire  du  trapèze,  multipliée  par  la  circon* 
férence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

680.  De  là  on  conclut ,  en  raisonnant  comme 
ci-dessus  (669),  que  le  volume  engendré  par 
l'aire  d'un  polygone  plan  ou  d'une  courbe 
plane  tournant  autour  d^un  axe  situé  dans  ce 
plan  ,  est  égal  à  cette  aire,  multipliée  par  la 
circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité  de 
cette  aire. 

Ainsi,  dans  la  proposition  (670)  le  volume 
ei^eodré  a  pour  valeur 

7rR^27^D  =  7r»R^D. 

681 .  Si  le  demi*  cercle  tourne  autour  de  son 
diamètre ,  le  volume  engendré  est  égal  à 

^ttR^  X  a4r£f=7r^R»^f; 

d  étant  la  distance  au  ceetre  du  centre  dr 
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gravité  du  demi-cercle  ;  or ,  le  volume  engen* 
dré  est  celui  de  la  sphère  :  donc 

et  rf  =  -5— .  / 

6S2,  Dans  le  solide  annulaire  du  n^  670,  le 
^  cercle  qui  tourne  sa  concavité  à  l'axe ,  en- 
gendre un  volume  exprimé  par 

le  7  cercle  qui  tourne  sa  convexité ,  engendre 
le  solide 

Tt'R^D  — IttR». 

ô 

683.  Si  le  cercle  mobile  n'achève  pas  sa  ré- 
volution ,  et  ne  décrit  que  Fangle  a ,  le  volume 
engendré  sera  égal  à 

36o°  i8o« 

si  y  après  avoir  décrit  a,  Taxe  vient  à  changer 
de  distance ,  et  que  D  devienne  D',  et  si  l'angle 
décrit  est  encore  égal  à  a ,  le  second  volume 
sera  égal  à 

-|-7r»R='D', 

i8o«  ' 

et  la  somme  des  deux  volumes  sera  égale  à 

~  (7r='R»D  +  7r»R»D')  = 

i8o<» 

=  7tR».~.(a7rD+'2  7rD'). 
.  000* 
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Le  volume  est  donc  encore  égal  à  Faire  ttR^, 
multipliée  parle  chemin  que  décrit  le  centre  de 
gravité  ;  ce  chemin  est  formé  par  deux  arcs  de 
cercles  tangens  Tun  à  l'autre ,  et  situé  dans  un 
plan  auquel  celui  du  cercle  mobile  est  toujours 

Ï)erpendicuUire;  de  là  on  peut  conclure  que 
es  propositions  (670)  et  (680),  sont  applicables 
aux  surfaces  engendrées  par  un  cercle  dont 
le  centre  se  meut  sur  une  ligne  quelconque , 
et  dont  le  plan,  dans  chaque  position,  reste 
constamment  perpendiculaire  à  cette  ligne  ;  il 
n'est  pas  même  nécessaire  que  la  figure  soit  un 
cercle.  De  la  proposition  680,  on  peut  con- 
clure immédiatement  que  toute  figure  plane 
qui  se  meut  de  manière  à  rester  constamment 
perpendiculaire  à  la  même  ligne ,  décrit  une 
surface  dont  Taire  est  égale  au  périmètre  gé- 
nérateur, multiplié  par  le  chemin  que  décrit 
son  centre  de  gravité,  et  dont  le  volume  est 
égal  à  Taire  génératrice,  multipliée  par  le  che- 
min que  décrit  le  centre  de  gravité  de  cette 
aire  ;  si  la  figure ,  au  lieu  d'un  angle  droit , 
faisait  un  autre  angle  constant  avec  la  ligne 
directrice ,  il  faudra  multiplier  les  chemins  du 
centre  de  gravité  par  le  sinus  de  cet  angle. 

684.  Les  surfaces  annulaires  se  présentent 
fréquemment  dans  les  moulures  des  ordres 
d'architecture  et  dans  d'autres  arts  ;  on  a  be- 
soin de  la/'pro position  précédente  dans  le  cal- 
cul des  déblais  et  remblais. 

I 

Onglet  cylindrique. 

685.  On  nomme  onglet  cylindrique  une 
partie  d'un  cylindre  di*oit  comprise  entre  un 
demi-cercle  et  une  demi-ellipse ,  qui  ont  un 
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diamètre  et  un  grand  axe  en  commun  ;  soient 
aA ,  aB  le  grand  et  le  petit  axe  d'une  ellipse  ; 
si  par  le  petit  axe  2B  on  mène  un  plan ,  fai- 
sant avec  celui  de  l'ellipse  un  angle  a ,  tel  que 

Ton  ait  cos.  a  =  ^;  projetant cylindriquement 

Tellipse  sur  ce  plan ,  on  aura  un  cercle  de  dia- 
mètre îA  (  p.  366  )  ;  le  solide  compris  entre  les 
deux  plans  et  le  cylindre  est  l'onglet;  or,  le 
centre  de  gravité  du  demi-cercle  étant  la  pro- 
jection du  centre  de  gravité  de  la  demi-ellipse, 
la  distance  entre  les  deux  est  donc  égale  à 

4B  4B   v/a»— B>      4, y- — 

donc  9  le  volume  de  l'onglet  est  égal  (676)  à 

.r-KA'— B>.i7rB»=|B»J/A^  — B»  = 

on 


=  |B"\/-5: B«=iB3\/ 

=  }BUang.  a==fB'H, 

où  II  est  la  hauteur  de  l'onglet. 

Ainsi,  le  volume  de  l'onglet  cylindrique  est 
indépendant  du  rapport  n  du  diamètre  à  la 
circonférence ,  et  on  peut  le  calculer  avec  exac- 
titude ,  on  a 

|B''H=f  .jBH.aB. 

Donc  aussi  le  volume  de  l'onglet  est  égal  aux  \ 
du  prisme ,  qui  aurait  pour  base  la  grande  sec- 
tion triangulaire ,  et  pour  hauteur  le  diamètre 
du  cylindre. 

,  On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  de  cette 
manière  :  sui*  2B  comme  diamètre  ;  concevons 


E 
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une  sphère  ;  opérant  des  sections  perpendici^- 
laires  à  ce  diamètre,  et  appliquant  le  premier 
)rincipe  (p.  271)  on  en  conclut  :  le  volume  de 
a  sphère  divisée  par  Taire  du  grand  cercle  ou 
4  B  est  écale  au  volume  de  Tonglet  divisée  par 
la  grande  section  triangulaire  ;  donc,  etc.,  etc. 

686.  Si  Tonglet  est  compris  entre  deux  demi- 
ellipses,  ayant  un  axe  2B  en  commun,  son 
volume  est  égal  aux  |  de  la  section  triangulaire, 
multipliés  par  le  second  demi-axe  A  de  la  hase; 
le  raisonnement  est  le  même  que  pour  Tonglet 
à  hase  circulaire. 

Les  voûtes  dites  à! arêtes  sont  composées  de 
quatre  onglets  elliptiques;  il  est  donc  facile  de 
trouver  leurs  volumes ,  ou ,  comme  on  dit ,  de 
les  cuber. 

Si  le  cylindre  est  ohlique,  il  faut  encore 
multiplier  par  le  sinus  de  l'angle  d'inclinai- 
son du  côte  sur  la  hase. 

Anses  de  paniers;  déi^eloppées,  développantes, 
centres  de  courbure,  rayons  de  courbure, 
degrés  de  courbure. 

687.  (jFig,  187.  )  Dans  le  n^.  683 ,  nous  avons 
examiné  la  réunion  des  portions  de  surfaces 
annulaires,  produites  par  un  déplacement 
dctns  l'axe  de  rotation  ;  on  a  un  exemple  sim- 
ple de  ce  mouvement  dans  les  courhes  à  plu- 
sieurs centres,  désignées  sous  le  nom  d'anses 
de  paniers,  parce  qu'elles  en  affectent  la 
forme  ;  elles  proviennent  en  général  du  déve- 
loppement d'un  polygone.  Soit,  pour  fixer 
les  idées,  ABCD  un  quadrilatère  plan,  en- 
veloppé d'un  fil ,  dont  les  deux  bouts  se  réu- 
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Dissent  en  A  ;  supposons  qu'un  bout  reste  fixe 
en  se  développant  dans  le  plan  de  la  figure , 
Textrémité  A  du  fil  décrira  d'abord  l'arc  AI 
dont  le  centre  est  en  B ,  et  qui  a  pour  rayon 
le  côté  AB  ;  lorsque  le  fil  est  arrivé  en  El  sur 
la  direction  du  côté  BC ,  le  centre  du  mou- 
vement chanse  et  vient  en  G  ;  rextrémité  du  fil 
décrit  l'arc  II ,  et  le  rayon  CI  est  égal  à  BI-f-BC, 
ou  à  AB+BC;  arrivé  sur  la  direction  du  côté 
CD,  il  y  a  un  nouveau  déplacement  dans  le 
centre,  qui  se  transporte  en  D;  Tare  est  dé- 
crit du  rayon  DF  égal  à  AB  +  BC  +  CD,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  l'entier  développement 
du  fil  ;  la  courbe  formée  par  la  réunion  des 
arcs  de  cercles  AI,  H',  l'F,  TT',  est  une  anse 
de  panier  à  quatre  centres.  Les  courbures  de 
ces  arcs  diminuent  à  mesure  que  leurs  rayons 
augmentent;  ainsi,  la  courbure  de  l'arc  Al 
est  à  celle  de  Tare  IF,  comme  CI  est  à  BI ,  ou 
comme  AB+BC  :  AB.  On  a  donné  le  nom  de 
rayons  de  courbure  aux  quatre  longueurs  AB, 
CI,  DF,  AF,  ou  bien  à  AB,  AB  +  BC,  AB  + 
BC+CD,  AB+BC  +  CD  +  DA,  parce  qu'elles 
mesurent  la  courbure  respective  des  arcs ,  et 
par  cette  raison  »  les  sommets  A ,  B ,  C ,  D  por- 
tent le  nom  de  centres  de  courbure;  il  est  évi- 
dent, \^  que  cbaque  rayon  de  courbure  est 
perpendiculaire  à  Tare  qu'il  décrit  ;  2°  est  égal 
a  la  partie  développée  du  polygone  ;  3°  que 
chaaue  centre  de  courbure  est  l'intersection 
de  deux  rayons  de  courbure  consécutifs. 

688.  Ces  conclusions  sont  indépendantes  du 
nombre  des  côtés  du  polygone,  de  leurs  lon- 
gueurs, de  leurs  positions  respectives;  elles 
s'appliqi^ent  donc  également  à  une  coui*be 
plane  quelconque  ;  dans  ce  cas ,  le  centre  de 
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courbure  et  le  rayon  de  courbure  changent  à 
chaque  instant ,  et  les  arcs  décrits  par  1  extré- 
mile  du  fil  sout  infiniment  petits;  on  nomme, 
par  abréviation,  la  développée,  la  courbe 
qui  est  développée ,  et  celle  que  décrit  l'extré- 
mité  du  fil  se  nomme  la  développante.  Dans 
la  figure  i38,  la  développée  est  un  cercle  V, 
et  la  courbe  IITT" . . .  est  la  développante  ; 
pour  la  tracer,  il  suffit  de  partager  la  circon- 
férence en  un  nombre  de  parties  égales  assez 
considérable,  pour  que  chaque  arc  ne  diffère 
pas  sensiblement  de  sa  corde  ;  mener  par  les 
points  de  division  des  tangentes  dans  le  même 
sens;  porter  à  partir  de  ces  points  une  lon- 
gueur d'arc  sur  la  première  tangente  ;  deux 
longueurs  sur  la  deuxième ,  et  ainsi  de  suite  ; 
les  points  I ,  F  ainsi  déterminés,  appartiennent 
à  la  développante;  tous  les  rayons  des  cour- 
bures NI,  or,  PF,  etc.,  sont  tanii^ens  à  la  dé- 
veloppée, et  normales  à  la  développante  ;  et  la 
courbure,  à  partir  du  point  M,  va  en  diminuant, 
parce  que  les  rayons  de  courbure  vont  sans 
cesse  en  augmentant;  le  dernier  rayon  de 
courbure  MX  est  égal  à  toute  la  circonférence. 

689.  On  peut  concevoir  que  le  fil  fasse  plu- 
sieurs tours  autour  de  la  développée  ;  dans  ce 
cas,  lorsqu'il  sera  eu  MX ,  il  pourra  continuer 
à  se  développer,  et  à  commencer  une  autre 
développante  qui  se  rattache  à  la  première, 
et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  la  développante 
du  cercle  est  une  courbe  tournant  autour  du 
cercle  développé ,  et  qui  se  prolonge  à  Tinfini. 

690.  Si  on  prolonge  les  radions  de  courbure 
NI,  or...  d^une  foogueur  égale  IR,IR', 
r'R". .  .,les  points  R,  R',  R"  sont  sur  une 
courbe  semblable  à  la  développée;  car,  en 
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prenant  les  points  très-rapprochës,  ou  peut 
considérer  les  arcs  IF,  IT ...  et  RR',  R'R". . . 
comme  des  arcs  de  cercle»  et  respectivement 
semblables  ;  au  lieu  de  prolonger  les  rayons 
de  courbure ,  on  peut  concevoir  que  le  fil  a 
pour  longueur  celle  de  la  développée,  aug-  j 
mentée  de  IR  :  alors  la  développante  n'a  pas 
de  point  M  commun  avec  la  développée  ;  son 
extrémité  décrira  une  développante  comme 
celle  qui  commence  sur  la  développée;  et  en 
général  tous  les  points  du  fil  décrivent  des  dé- 
veloppantes perpendiculaires  à  un  même  sys- 
tème de  droites. 

691.  Pendant  que  AB  (Jig.  187)  décrit  le 
secteur  ABI,  son  centre  de  gravité  b  décrit 
l'arc  bb\  et  Ton  a  aire  ABI  =  AB  X  arc  bb\ 

Soit  G  le  centre  de  gravité  du  périmètre 
ABGD,  il  décrit  un  arc  GG'  semblable  à  bb' 
(663),  et  Ton  a  (AB-hBC  +  CD+DA)  GG'= 
AB  X  arc  bb^. 

C'est-à-dire  que  l'aire  du  secteur  ABI  est 
égale  au  périmètre  multiplié  par  le  chemin  que 
fait  le  centre  de  gravité.  Le  même  raisonne- 
ment s'applique  à  Taire  du  secteur  ICI'  et  à 
tous  les  secteurs,  ainsi  engendrés,  quel  que  soit 
le  notnbre  des  côtés  du  polygone  et  leurs  Ion- 
sueurs  :  donc  en  général  l'aire  renfermée  entre 
la  développée  et  la  développante  {^ff-  i38) 
est  égale  au  périfuètre  de  la  développée  multi- 
pliée par  le  chi^min  que  décrit  le  centre  de 
gravité  de  la  développée  pendant  que  le  déve- 
loppement s'opère. 

602.  Lorsque  la  développée  est  donnée ,  il 
est  Taciie  de  décrire  la  développante  par  un 
mouvement  continu  à  l'aide  du  déroulement 
d'un  fil  ;  mais  quand  la  développante  est  con- 
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pue ,  on  ne  peut  trouver  la  développée  corres- 
pondante que  par  des  procédés  qui  supposent 
la  connaissance  du  calcul  différentiel.  Si  la 
développante  est  une  courbe  du  second  degré, 
on  peut  trouver  le  rayon  de  courbure  et  la 
développée  par  des  méthodes  élémentaires; 
mais  elles  sont  trop  longues  pour  être  exposées 
ici.  Voici  le  résultat  : 

Soit  26  le  petit  axe,  2^  le  grand  axe  d'une 
ellipse ,  R  le  rayon  de  courbure  à  un  point  M 
situé  sur  la  courbe;  a  l'angle  que  forme  la 
tangente  avec  un  rayon  vecteur  qqi  passe  par 

ce  point  ;  on  aura  R  = —  coséc.  ^  a  ;  le  produit 

constant  —  se  nomme  demi-paramètre.  Dans 

rhyperbole ,  h  est  l'axe  qui  ne  rencontre  pas  ; 
et  dans  la  parabole,  il  faut  prendre,  au  lieu 

^' 
de  — ,  le  double  de  la  distance  du  foyer  an 
a^ 

sommet  ;  aqx  extrémités  du  grand  axe ,  Ton  a 

b^ 
a  =  90®.  et  coséc  a=  I  etR= — ;    ainsi    aux 

a 

deux  sommets,  exti*émités  du  grand  axe,  les 
rayons  de  courbure  sont  égaux  au  demi-pa- 
ramètre. A  partir  de  ces  sommets,  le  rayon 
de  courbure  augmente ,  et  par  conséquent  la 
courbure  diminue;  aux  extrémités  du  petit 

axe,  l'on  a  coséc  a=-7  ,  et  dès-lors  R=— -  ; 

b  b 

c'est  la  valeur  maxima  de  R  ;  par  conséquent 

la  plus  petite  courbure  est  aux  extrémités  du 

petit  axe  ;  les  deux  courbures  extrêmes  sont 

doac  entre  elles  comme—  :  -r-  :  :  6^  :  a^  :  :  ou 

a      b 
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comme  le  cube  du  petit  axe  est  au  cube  du 
grand  axe. 

693.  Tous  les  cercles  qui  passent  par  un 
point  pris  sur  une  courbe,  et  qui  ont  leurs 
centres  sur  la  normale ,  ont  évidemmedt  même 
tangente  que  la  courbe ,  ou  ,  autrement ,  tou- 
chent l'a  courbe  en  ce  point.  Tous  ces  cercles 
sont  de  courbure  différente;  celui  d'entre  eux 
qui  a  pour  centre  celui  de  courbure  est  le 
seul  qui  ait  même  courbure  en  ce  point  que 
la  courbe  donnée;  ce  cercle  porte  le  nom  de 
cercle  osculateur.  Tous  les  autres  cercles  ont 
des  courbures  plus  grandes  ou  plus  petites  ; 
par  conséquent  aucun  d'entre  eux  ne  peut  s'in- 
sérer dans  le  voisinage  du  contact,  entre  le 
ceixle  osculateur  et  la  courbe;  ce  genre  de 
contact  se  nomme  osculation. 

Il  est  facile  de  construire  les  cercles  oscula- 
teurs  pour  les  courbes  du  second  degré.  En 
effet ,  soient  AB ,  CD ,  deux  cordes  rencontrant 
la  courbe  aux  points  A ,  B ,  G ,  et  D  ;  si  les  deux 
diamètres  parallèles  respectivement  à  ces  cor- 
des sont  égaux  ,  il  résulte  de  la  propriété  des 
segmens  que  les  quatre  points  A,  fi.  G,  D 
sont  sur  une  même  circonférence  ;  supposons 
que  les  points  G  et  D  se  réunissent  et  se  con- 
K>ndent;  ou  ce  qui  revient  au  même;  soient 
BG ,  BA  deux  cordes  parallèles  à  des  diamètres 
égaux;  la  circonférence  passant  par  les  trois 
points  A,  B ,  G  aura  deux  points  en  commun 
avec  la  courbe  au  point  B,  c'est-à-dire  la  tan- 
gente à  la  courbe  en  B  sera  aussi  tangente  au 
cercle  ;  mais  si  le  point  G  tombe  aussi  en  B  ;  si 
ayant  mené  par  B  une  tangente,  ensuite  un  dia- 
mètre parallèle,  et  construit  son  égal ,  on  mène 
par  B  une  parallèle  à  ce  second  diamètre,  elle 
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coupera  la  courbe  en  A  ;  le  cercle  qui  passera 
par  B  et  A,  ayant  même  tangente  que  la  courbe 
en  B  y  touchera  celle-ci  en  B  et  aura  là  trois 
points  en  commun  avec  elle  ;  ce  sera  le  cercle 
osculateûr. 

Dans  la  parabole ,  on  substitue  aux  diamè- 
tres égaux  des  tangentes  égales  se  rencontrant 
sur  Taxe  pi^incipal. 

Cette  construction  cesse  d'être  applicable 
aux  sommets  ,  extrémités  des  axes  principaux; 
là,  les  quatre  points  d'intersection  se  confon- 
dent en  un  seul.  Cette  considération  sert  à 
déterminer  facilement^  pour  ces  cas  particu- 
liers ,  la  grandeur  du  rayon  oscuiateur. 

Plans  tangens  ,  normales  ;\  sphères^  oscula-^ 
trices  ;  rayons  et  lignes  de  courbure, 

694.  Les  considérations  précédentes  peuvent 
se  généraliser  et  s'appliquer  aux  surfaces  ;  en 
effet ,  si ,  par  le  même  point  pris  sur  une  sur- 
face, ^on  mène  une  suite  de  pians  coupans  et 
une  tangente  à  chaque  section ,  il  est  évident 
que  toutes  ces  lignes  appartiendront  au  plan 
tangent  en  ce  point ,  et  par  conséquent  sont 
dans  un  même  plan.  On  pourra  donc  toujours 
déterminer  ce  plan ,  au  moyen  de  deux  sec- 
tions qu'on  choisit  de  manière  à  présenter  le 
plus  de  facilité;  ainsi ,  dans  les  surfaces  de  ré- 
volutions ,  on  choisit  le  cercle  et  la  courbe  gé- 
nératrice qui  passent  par  chaque  point.  Dans 
les  surfaces  engendrées  par  une  droite,  on 
prend  cette  droite  pour  une  de  ces  sections , 
etc. 

695.  Si,  après  avoir  conduit  un  plan  cout 
pant  par  un  point  M  pris  sur  la  surface^  on 
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imagine  une  sphère  ayant  pour  centre  et  pour 
rayon  ceux  de  courbure  de  ]a  section  en  ce 
point  y  cette  sphère  aura  une  tangente  com- 
mune avec  la  surface;  mais  si  le  plan  coupant 
est  perpendiculaire  au  plan  tan£;ent,  ou ,  au- 
trement ,  s'il  passe  par  la  normale ,  la  sphère 
aura  même  plan  tangent  que  la  surface  :  son 
contact  sera  plus  intime  que  si  le  centre  était 
hors  de  la  normale.  Si  donc  on  mène  par  la 
normale  un  plan  quelconque ,  le  cercle  oscu- 
lateur  à  la  section  est  aussi  osculateur  à  la 
surface,  et  la  sjhère  est  osculatrice  dans  le 
Sens  de  la  section;  et,  généralement  parlant, 
la  surface  a  autant  de  courbures  différentes 
qu'il  y  a  de  sections  normales;  mais  il  existe 
oeux  sections ,  dont  l'une  donne  la  courbure 
maxima ,  et  Tautre  la  courbure  minima. 

6g6.  Chaque  section  normale  ayant  un  cer- 
cle osculateur,  Tensemble  de  tous  ces  cercles 
forme  une  surface  osculatrice  à  la  surface 
donnée.  Cette  surface  osculatrice  est  donc  for- 
mée par  une  infinité  de  cercles ,  ayant  leur 
centre  sur  la  même  droite ,  passant  par  le  Vnême 
point,  mais  situés  dans  des  plans  diiférens. 
Pour  un  point  M'  différent  de  M ,  nous  aurons 
une  autre  surface  osculatrice  qui  coupe  celle 
de  M ,  suivant  une  certaine  ligne.  Si  les  deux 
normales  à  la  surface  répondant  à  M  et  M' 
sont  dans  un  même  plan  ,  on  pourra  faire 
passer  une  même  section  normale  par  les  deux 
points  ;  et  si  ceux-ci  sont  infiniment  rappro- 
chés, l'intersection  de  deux  normales  donne 
le  centre  de  courbure  de  la  section  ;  les 
deux  surfaces  osculatrices  différant  infiniment 
peu  auront  un  cercle  en  commun;  or  on 
prouve  par  le  calcul  différentiel  qu'il  existe  en 
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effet  deux  points  M' et  N* ,  infiniment  rappro- 
chés de  M ,  dont  les  normales  rencontrent  en 
deux  points  la  normale  en  M.  Il  est  pos-^ 
sible  de  déterminer  les  positioâs  de  ces  ceux 
sections  normales  MM'  et  MN',  qui  sont  tou- 
jours perpendiculaires  l'une  à  l'autre  ;  les  sur- 
faces osculatrices  en  M ,  M',  N'ont  pour  inter- 
sections le  plus  petit  et  le  plus  grand  des 
cercles  oscutateurs;  par  conséquent,  les  sphères 
qui  répondent  à  ces  cercles  ont  une  osculation 
plus  intime  que  les  autres  sphères  d'un  rayon 
différent;  et  c'est  ce  qui  leur  a  fait  donner 
spécialement  le  nom  de  sphères  osculatrices  s 
ainsi  chaque  surface  a  en  chaque  point  deux 
rayons  de  courbure ,  dont  l'un  est  un  minimuoi 
et  l'autre  un  maximum. 

Le  rayon  minimum  est  donné  par  la  section 
dans  le  sens  de  laquelle  la  surface  a  la  plus 
grande  courbure,  et  le  rayon  maximum  ré- 
pond à  la  section  dans  le  sens  de  laquelle  la 
surface  a  la  moindre  courbure. 

697.  Soient  A  ,  A\  A"',  A'",  A'"',  etc.  une 
suite  de  points  infiniment  rapprochés  et  tels 
que  la  normale  en  A  soit  rencontrée  par  celle 
en  A'  ;  que  la  normale  en  A'  soit  rencontrée  par 
celle  en  A'',  ainsi  de  suite;  et  que  chaque  in- 
tersection réponde  à  un  rayon  de  courbure 
maximum  :  tous  ces  pouits  formeront  une  cer- 
taine ligne  qui  sei*a ,  généralement  parlant ,  à 
double  courbure.  Prenons  «ne  suite  de  points 
A,  b  y  c ,  d,  e-yfy  infiniment  rapprochés,  tels 
queJes  normales  voisines  se  rencontrent  sixcces- 
si vement  ;  -savoir  :  celle  de  A  et  é ,  celle  de  h 
et  c;  et  supposops  que  les  intersections  i^pon- 
dent  à  des  rayons  minimum,  on  aura  une 
seconde  ligne,  et  les  directions  AA'  fX  h,  b 
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sont  à  angles  droits.  Maintenant ,  si  de  A'  on 
fait  partir  une  seconde  ligne  h!  ^V  yd ,  d  ^  e' , 
à  rayon  minimum  5  de  même  de  A" ,  A'" ,  A""  j 
et  si  on  fait  partir  des  lignes  à  riayons  maxi- 
mum àe  a^b i  c ,  d,  \^  surface  sera  alors  di- 
visée en  compartimens  quadrilatères  rec- 
tangles ,  dont  les  côtés  seront  en  général  des 
courbes  à  doubles  courbures»  et  dont  les  angles 
seront  droits.  Ces  lignes  ont  été  nommées  li" 
gnes  de  courbure  de  la  surface.  Par  chaque 
point  y  il  en  passe  deux.  Sur  une  surface 
de  révolution  ,  ces  lignes  sont  la  courbe 
génératrice  ou  méridienne  et  le  cercle  perpen- 
diculaire à  l'axe.  Sur  une  sphère  ,  tous  les 
Îrands  cercles  sont  des  lignes  de  courbure. 
)ans  les  surfaces  développâmes ,  le  rayon  maxi- 
mum à  chaque  point  est  donné  par  la  section 
qui  donne  la  droite  ;  par  conséquent ,  ce  rayon 
est  infini;  la  sphère  osculatrice  maxima  est  la 
même  que  le  plan  tangent,  et  la  droite  de 
contact  est  une  ligne  de  courbure  ;  l'autre  est 
celle  qui  est  perpendiculaire  à  ces  droites. 
Ainsi,  dans  les  cylindres,  Varc  droit  est  une 
ligne  de  courbure.  Dans  les  surfaces  coniquesi 
c'est  l'intersection  de  la  surface  avec  les  sphères 
ayant  le  sommet  pour  centre. 

698.  Toutes  les  normales  à  la  surface  ré- 
pondant à  la  même  ligne  de  courbure  forment 
une  surface  développable.  En  construisant  ces 
surfaces  pour  les  lignes  de  courbure  dans  les 
deux  sens,  on  peut  donc  partager  le  solide  en 

Plusieurs  pyramides  gauches  ,  ayant  pour 
ase  une  portion  de  surface  courbe  qua- 
drilatère et  pour  faces  quatre  surfaces  déve- 
loppables  \  et  c'est  avec  ces  portions  desoUdes , 
nommées  çou^soirs ,  qu'on  construit  les  voùtes; 
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les  joints  sont  des  surfaces  développables ,  teiv 
minées  aux  surfaces  extérieures  et  intérieures 
desdites  voûtes  auxquelles  elles  sont  perpen- 
diculaires ;  en  terme  d'arts  ,  ces  dernières  sur- 
faces se  nomment  extrados  et  intrados. 

Des  courbes  à  double  courbure ,  tangentes^ 
plan  osculateur;  rayons  de  courbure, 

699.  Quelle  que  soitlaforme  qu'affecte  une 
courbe,  on  peut  toujours  la  projeter  ou  la 
concevoir  projetée  cylindriquement  sur  un 
plan  ,  ou ,  en  d'autres  termes  ,  toute  courbe 
peut  ôtre  considérée  comme  étant  tracée  sur 
une  surface  cylindrique.   En   prenant  deux 

Î)lans  de  projection ,  on  obtiendra  deux  sur  ' 
aces  cylindriques  ,  qui  contiendront  chacun| 
la  courbe  ;  et  réciproquement  ;  lors  au0 
ces  deux  surfaces  seront  données  de  K>r- 
me  et  de  position ,  la  courbe  est  aussi  connue , 
puisqu'elle  n'est  autre  chose  que  leur  inter- 
section :  flénéralement  parlant ,  la  courbe  paiv 
ticipera  de  la  courbure  des  deux  surfaces,  et 
c'est  ce  qui  a  donné  lieu  à  la  dénomination 
de  ligne  a  double  courbure-,  toutefois  en  quel- 
ques cas  particuliers ,  les  deux  courbures  peu- 
vent se  réduire  à  une  seule  :  alors  les  deux 
surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe  plane. 
Telle  est  l'intersection  de  deux  sphères.  Pour 
se  faire  une  idée  de  cette  courbure  en  deux 
sens ,  imaginons  qu'on  plie  un  fil  flexible  en 
plusieurs  parties,  demanièreà  former  une  por- 
tion de  polygone  plan;  il  sera  à  simple  pli- 
cature;  si  on  plie  de  nouveau  le  troisième 
côté  de  manière  à  le  faire  sortir  hors  du  plan 
des  deux  premiers}  et  ensuite,  si  on  plie  le 
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Suiltrième  côté  de  manière  à  ce  <|a'U  soit  hors 
H  plan  du  deuxième  et  du  troi&ième,  et  ainsi 
d^  suite,  oa  foimera  un  polygone  à  double 
plicature;  ou,  comme  on  dit,  un  polygone 

gauche,  ÔeuK  côtés  consécutifs  sont  tooiour» 
ans  un  même  plan ,  mais  jamais  trois.  ISi  au 
polygone  nous  suhstituof\9^  miç  courbo,  on 
formera>d?  cette  manièro  une  courbe  à  double 
courbure. 

700*  Pour  mener  une  tangente  par  un  point 
pris  sur  cette  courbe,  il  faut  considérer  que 
cette  tangente  doit  se  trouver  à  la  fois  dans 
(Aaeiiû  des  plans  tangens  qu*on  peut  mener  aux 
surfaces  cylindriques  quîcontîennent  lacourbe; 
par  conséquent,  cette  tangente  est  l'intersec- 
tion de  ces  deux  plans  tangens. 

L'ensemble  des  tangentes  donne  une  surface 
développable. 

701.  Le  plan  normal  est  celui  qui  est  mené 

rr  un  point  de  la  courbe  perpendiculairement 
la  tansente.  Lorsque  la  courbe  est  plane , 
ton&les  pians  normaux  oonsecuti&sont  perpen- 
cKculaires  au  plan  de  la  cpurbe,  et  se  coupent 
suivant  des  droites  parallèles,  formant  un 
cylindre  droit,  ayant  pour  baseYa  développée 
de  la  courbe  :  et  de  même  qu'on  peut  décrire 
une  circonférence  soit  au  moyen  d'un  centre 
intérieur  situé  dans  son  plan ,  soit  au  moyen 
d^nn  centre  extérieur,  pris  sur  une  perpen- 
diculaitre  élevée  sur  ce  plan ,  on  pourra  aussi 
décrire  Fa  développante ,  soit  par  le  dévelop- 
pemcut  de  la  développée  plane ,  soit  par  le  dé- 
veloppement de  courbes  à  double  courbure 
tracées  sur  ce  cylindre  droit  j  et  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  courbes  sont  des  hâices  1  car 
le  fil  tendu  décrit  une  suite  de  petites  surfaces 
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coniques  droites,  dont  les  sommets  parcoa- 
reui  ifaélice  développée  ,  et  dont  Tangle  reste 
constant. 

702.  Si  la  courbe  est  à  double  courbure, 
les  plans  normaux  consécutifs  se  coiipênt  aussi 
suivant  des  droites ,  dont  ia  réunion  ne  forme 
plus  une  surface  cylindrique,  mais  une  surface 
développable.  Deux  tangeoteft  côtisécutives 
sont  dans  un  même  plan  (669)  auquel  Tinter-^ 
section  des  deux  plans  normaux  consécutifs  est 
perpendiculaire;  ce  plan,  qui  renferme  deux 
ëlémens  continus  de  la  courbe,  est  nommé 
plan  osculateur ;  il  est  rencontré  par  l'ititer-^ 
«ection  perpendiculaire  ;  et  le  point  de  t^eo'- 
cootre  est  le  centre  intérieur  de  courbui*e ,  et 
sa  distance  au  point  de  la  courbe  est  lé  plus 
petit  des  rayons  de  courbure.  Le  centre  inté-r 
rieur  de  courbure  est  donc  le  point  de  reii'- 
contre  des  deux  pians  normaux  consécutifs,  avec 
plan  osculateur  \  l'intersection  de  tt*oiâ  plans 
consécutifs  donne  un  point  qui  est  le  centre  de 
la  sphère  qui  passe  par  quatre  points  consécu^ 
tifs  de  la  courbe  \  cepoint  est  le  centre  de  cour- 
bure  ;  sa  distance  au  point  correspondant  de  la 
courbe  est  le  rayon  de  courbure  absolu,  l'en*- 
semble  de  ces  centres  de  coiirbure  forme  une 
arrête  de  rebroussement  sut*  la  surface  dévelop- . 
pable  9  que  pi^oduit  l'intersection  des  plans 
normaux^  et  la  réuiiionde  tous  les  rayons  de 
courbure  minimunes  f<irffle  uhé  surface  tion 
déTeioppable« 
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PREMIER  APPENDICE. 


PRINCIPES   GéNÉAAUX  DE   LA  GéûMÉTRIB    DU 

COMPAS. 

i^  Des  surfaces  sans  épaisseur,  des  lignes 
sans  larseur,  des  points  sans  étendue ,  sont  des 
conceptions  que  la  science  spéculative  est  au- 
torisée à  admettre  dans  ses  théories  et  à  em- 
ployer comme  des  moyens  de  solution  ;  mais 
en  réalité ,  dès  qu'il  faut  des  instrumens  pour 
exécuter  les  préceptes  de  la  science,  ces  suppo- 
sitions ne  sont  plus  admissibles  :  ainsi  le  crayon 
le  plus  finement  taillé  est  encore  terminé  par 
une  petite  surface  ;  la  ligne  qu'il  trace  n'est  pas 
entièrement  privée  de  largeur  ni  d'épaisseur;  le 
tranchant  de  la  règle ,  quelque  afiilée  qu'elle 
soit,  a  encore  une  étendue  superficielle;  sa 
rectitude  n'est  pas  exempte  d'inflexion ,  et  la 
droite  qu'on  décrit  sur  le  papier  est  un  solide 
imperceptiblement  ondulé  et  même  à  double 
courbe;  car  la  feuille  de  papier  n'est  pas  ma- 
thématiquement plane.  Quand  on  veut  avoir 
égard  à  l'exactitude  pratique,   il  faut  donc 
choisir  des  procédés  qui  exigent  le  moins  d'o- 
pérations ,  et  les  Instrumens  les  moins  inexacts 
et  en  plus  petit  nombre  possible.  Les  géomètres 
se  sont  aussi  appliqués  de  tout  temps  à  ré- 
soudre tous  les  problèmes  à  l'aide  de  la  règle 
et  du  compas  seulement;  depuis  on  a  cher- 
ché à  ne  se  servir  que  de  la  règle,  et  cette  partie 
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de  la  science  porte  le  nom  de  géométrie  de  la 
règle  i  nous  en  avons  donné  plusieurs  exemples 
dans  ce  Manuel  ;  nous  nous  proposons  de  don- 
ner ici  les  principes  généraux  de  la  géométrie 
du  compas^  tout  autre  instrument,  même  la 
règle,  étant  exclu  :  d'après  cela,  il  est  pres- 
que superflu  d'avertir  qu'il  n'est  permis  de 
tracer  d'autres  lignes  que  la  circonférence  ; 
les  longueurs  des  droites  sont  données  par  les 
points  qui  les  terminent.  Nous  allons  résoudre 
quelques  problèmes  élémentaires,  et  nous  en- 
gageons à  chercher  des  solutions  plus  simples; 
car  ici  nous  nous  attachons  à  faire  voir  la  pos- 
sibilité ,  et  non  à  l'élégance  des  solutions. 

2°  Etant  donnés  trois  côtés  d'un  triangle , 
on  peut  en  construire  les  trois  .sommets  ;  par 
conséquent,  étant  donné  un  côté,  on  peut 
construire  le  triangle  équiiatéral.         ,  . 

3°  Etant  donnée  la  longueur  AB ,  trouver 
une  longueur  double? 

Sur  AB  construisez  le  triangle  équiiatéral 
ABC  \  sur  BG  le  triangle  équiiatéral  BGD  ;  sur 
BD  le  triangle  équiiatéral  BDE  ;  les  trois  points 
A ,  B,  E  sont  en  ligne  droite ,  et  AE=  2  AB. 

4^  On  peut  donc  trouver  une  longueur  tri- 
le,  quadruple;  et,  en  général,  étant  donnée 
a  longueur  a ,  on  peut  trouver  na ,  n  étant 
un  nombre  entière 

5®  Etant  donnés  Thypothénuse  a  et  le  côté  b 
d'un  triangle  rectangle ,  construire  le  triangle? 

Soit  AB=^,  etAE  =  tf,^i>6. 

Doublez  AB ,  et  soit  ABD  =  2  AB. 

Construisez  le  triangle  isocèle  ADE,  ayant 
pour  base  AD  et  pour  côtés  égaux  AE ,  DE  ; 
le  triangle  ABE  sera  le  triangle  rectangle  de- 
mandé ,  et  l'on  aura 

34* 
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6*  Construire  ^/^a—a^a? 
Faites  a^^b^^a!^  (5°)  ; 
ôQ  aura         ^^^«—26»  =  kT^tlF. 
On  peut  donc  construire  en  général 

m  étant  titi  tkMnbre  entier. 

n^  Construire  r  mb^  ;  m  étant  un  nombre 
entier  et  &  une  longueur  donnée  ? 

Solution.  Faîtes  û*^/nfr>=  «'«  (6*»);  a  étant 
une  longueur  arbitraire  ;  on  aura 


Fesant  ms=:i,  on  aui'a  V^  26'  égal  au  coté 
du  carré  insciût  dans  ta  circonférence  qui  a  b 
pour  rayon;  donc,  on  peut  partager  une  cir- 
conférence en  quatre  parties  égales. 

S""  Construire  V^a'-^Zr',  a  et  b  étant  des 
longueurs  données? 
Solutio».  Faites         ^a^u^a'^  M, 

a^^bf»à=»bl  *(»>), 

on  aura      j/?+F=  V^o'»— 6'*  (5<*). 

9^  On  ptiit  donc  construire  V  ma*zïz  nb^j 
metn  étant  des  nombres  entiers^  et«  et^  des 
loDgneiif»  futilo0n(f«ea  j  et  aussi  életer  à  l'ex- 
trémité d'une  fkmite  une  pcrpendleolaire  d'une 
longueur  donnée. 

lo""  Etant  donnée  une  circonfKrenoer  ^  son 
centre  O  ;  iln  point  A  hors  de  la  circonférence, 
chercber  ies  points  I  et  T ,  où  la  sécante  OA 
renocmtre  le  circonférence. 

Elevez  en  O  une  perpendtsulaîre  OSf  ^ale 
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au  rayon  (g»)  j  M  «era  sûr  la  circonférence  ;  de 
ce  point ,  comme  centre  avec  un  rayon  égdl  à 

|//2  OM* ,  (6*')  décrivez  une  circonférence  j  elle 
coopéra  la  circonférence  donnée  aux  points 
cherchés  I  et  T. 

il*"  Construire  a  +  b  etrf— Z»;  a  et  b  sont 
des  longueurs  données? 

I^uli  point  O  comme  centre,  décrivez  une 
circonférence  d'un  rayon  égal  à  #,  qu'on  ^up- 
p<i^  être  la  plus  petite  longueur  ;  prenez  un 
|>dint  A,  éloigné  deO  de  la  distance  d;  cher- 
ches tes  intei^ections  I  et  V  de  la  sécante  AO 
avec  la  drconférence  (îo«)  j  alors 

AI  — tf— -6;  et  Al'=^^ï-h*.  ' 

Un  peut  donc  construire  ma±nb;  m  e%  n 
étantaes  nombres  entiers  quelconques. 

12^  IVoûver  le  point  milieu  I  ct'un  arc*  ]\I])f 
dont  O  est  le  centre  ? 

Solution.  k)ur  31N  construisez  un  triangle 
isocèle  quelconque  AMN  ;  cherchez  intersec- 
tion dé  AO  avec  la  circonCérehce  (lo^)  \  ce  ser^i 
le  point  milieu  I  cherché. 

On  peot  dosMï partager  un  aixdn  4>  ^^  >^> 
et  en  générât  en  on  nombre  ^n  de  parties 
ëffales.  , 

i^  Étant  donnée»  deux  lottgui)urs  AB  et 
CD^  telies  que  GBisr»  AB ^  tro«rer  mt  GI>  le 
point  mitieu  I? 

Solution.  Construisez  sur  AB  le  triangle 
Mocèle  AB£ ,  où  AE  »  BË  «  GD  ;  du  point  A 
comme  centjre ,  et  du  rayon  Afi ,  décrives  une 
circonférence  ;  ehercbez  son  point  d^intersec- 
tion  avec  AS  \  ce  sera  le  milieu  I  de  AE  con- 
struisant sur  GD  un  triangle  égal  à  BEI ,  on 
aura  le  milieu  de  CD« 
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1^0  Trouver  le  point  milieu  I  d'une  dis- 
tance AB  ? 

Solution»  Construisez  le  triangle  isocèle  ABE, 
où  AE  =  BE  =  2  AB  ;  cherchez  les  milieux  I,  T 
de  AE,  et  de  BE  (i3°)  ;  construisez  sur  II',  le 
triangle  irO  égal  et  symétrique  à  IfË  ;  le 
point  O  est  le  milieu  de  AB. 

On  peut  donc  diviser  une  distance  en  :2 , 4  > 
8,  i6  parties  égales. 

i5^  D*un  poiut  donné  C,  abaisser  une  per- 
pendiculaire sur  la  distance  AB  ?  construisez  le 
1>oint  symétrique  G'  ;  le  point  milieu  de  GC  est 
e  pied  de  la  perpendiculaire  cherchée. 

i6®  Un  point  étant  situé  hors  de  la  circon- 
férence y  on  peut  déterminer  les  points  où  sa 
polaire  coupe  la  circonférence. 

17°  Etant  donnés  deux  points  A ,  I,  trouver 
les  points  d'intersection  de  la  droite  AI  avec  la 
circonférence  dont  le  centre  est  0  ? 

Solution,  Soient  M  et  N  les  deux  points 
cherchés;  sur  AI  abaissez  la  perpendiculaire 
OP  (i5°)î  la  corde  MN  sera  divisée  en  deux  par- 
ties égales  en  P;  et  on  a  PM  =|/OM^— OP^: 
on  connaît  donc  PM  ;  et  par  conséquent  aussi 
AP  —  PM  =  AM ,  et  AP  +  PM  =  AN ,  ainsi, 
du  point  A  comme  centre ,  et  d'un  rayon  AM 
décrivant  une  circonférence  «  elle  coupera  la 
circonférence  donnée  au  point  M,  on  aura  de 
même  le  point  N. 

iS^"  Etant  données  les  droites  AB ,  CD,  EF, 
trouver  une  quatrième  proportionnelle. 

Solution.  Gonst misez  une  droite  MIN  égale 
à  GD+EF  (I  lo)  de  sorte  que  MI  =  GD 

m = EF 

par  les  points  M  et  N  faites  passer  une  ciix^on- 
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férence;  da  point  I  comme  centre  avec  un 
rayon  égal  à  AB  on  décrit  un  cercle  coupant 
le  premier  en  un  point  K  ;  cherchant  le  point 
K'  ou  la  droite  Kl  rencontre  le  premier  cer- 
cle (17°)  la  droite  IK'  est  la  quatrième  propor- 
tionnelle cherchée. 

Il  est  facile  de  trouver  ce  qu'il  faut  faire  pour 
rendre  toujours  la  construction  possible. 

19®  Etant  donnés  les  quatre  sommets  HM , 
N ,  M',  N'  d'un  trapèze  rectangle  en  N  et  N'; 
trouver  le  point  O  de  rencontre  des  côtés  non 
parallèles  ? 

Solution»  On  a  la  proportion  : 

MN— M'N' :NN' î  :  M'N' :  NO 
on  pourra  donc  construire  NO  (i8°)  et  par 
conséquent  le  point  O  (ii°). 

20^  Etant  donnés  les  quatre  sommets  A,B,G,D 
d'un  quadrilatère ,  trouver  l'intersection  0  de,s 
deuxcôtés  AB,CD? 

Solution,  De  A  et  B  abaissez  les  perpendi- 
culaires AP,  BQ  sur  CD,  et  le  problème  est  ra- 
mené au  précédent. 

On  trouve  cette  matière  traitée  avec  toute 
l'étendue  et  la  simplicité  désirables  dans  l'ou- 
vrage de  Mascheroni  ;  une  nouvelle  édition  de 
la  traduction  française  a  été  publiée  en  1828. 


/ 
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DEUXIÈME  APPENDICE. 


Formules  privcipalis  aelatitis  aux  t^iasis 

DU  SECOJrD  DECai  ET  PBOPEIÉTJSS  Piê  GOUBBBI 
FLAVES,    Eir   oiiriRAL, 

|0  Formules  pour  les  cliangemens  des  coor» 

données. 

{y — s)  sin.XY  =  x'  sin.  XX'  4-^  sin.XY 
(07— r)  sin.  XY  =  x'  sin  YX'+y  sin.  YY'  ' 
XY  =  angle  de  Taxe  des  x  avec  celui  de  ^  ;  et 
ainsi  des  autres 

r,  s  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  relati- 
vement à  l'origine. 

2°  Equation  générale  des  lignes  du  second 

degré. 

3<».  Notation. 

y  =  angle  des  axes. 

B'  —  4AG  sa  m  Bs  quantité  variant  avec  les 

directions  des  axes  et  non  avec  l'origine. 

DE  — 2BF=/i 

aAE  — BD  =  ^ 

aCD— BE  =  it' 

D^  — 4AF=:/ 

E«^4CF  =  r 

AE»  +  CD»  —  BDE  +  F  (B«  —  4AC)  =  L  = 

quantité  variant  avec  les  directions  des  axes 

et  non  avec  l'origine. 
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4*  Identités. 
A:^  — /m  =  4AL 

il*  — tf  =:4FL 

C/  — A/'  +  E;t+mF=L 
A/-^GL+Dil'4*ivfFrssL 

aCA:  +  BA:' +  E»i  x=.  o 

(  A— €)« + rB—2  A  COS.  7I  [B — aC  cos.71 = [A+C 
— Bcos.7r+/rasin.'7  =  (A— C)^sin,='7+lB~ 

COS.  7  (A+C)  r 
(a  V+  Bj?+ T^Y  —  (iïm:^ — a*jr+i>  «  (aGr^Bj^ 
+E)»  —  [/w^^ — iky-^-l^]  = 

5"  Définitions. 

Centre  =  point  tel  qu'en  le  prcuant  pgrur 
origine  les  termes  linéaire»  enx^  tty  dispa- 
rsii^seat  de  ré4|U4tion  géaérale* 

Ot^umtre  ses  droite  passant  par  le  œntFe» 

Axes  conj  oguc»  3:1»  deoi  éi*oite9  tefles  ffien 
les  prenant  pour  axet ,  le  rectangle  xjr  dispa- 
rait de  Téquation. 

Axes  principaux  =:  diamètres  conjugués  rec- 
tangulaires. 
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Sommets  principaux  ou  sommets  =  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  les  axes  prin- 
cipaux. 

Foyer  ^  point  tel  qu'en  y  fixant  l'origine  des 
coordonnées ,  la  distance  d'un  pointquetconque 
de  la  courbe  à  l'origine  est  une  fonction  ration- 
nelle linéaire  des  coordonnées  de  ce  poiot  de 
la  courbe. 

Tangente  =  droite  qui  ne  peut  avoir  qu'un 
point  de  commun  avec  la  courbe. 

Asymptote  =:  tangente  dont  le  point  de  con- 
tact est  situé  à  l'infini. 

Cercle  osculateur  =  circonférence  qui  ne 

J)eut  avoir  que  deux  points  de  commun  avec 
a  courbe  et  a  l'un  de  ces  points  elle  a  même 
tangente  que  la  courbe. 

Rayon  de  courbure  =  rayon  du  cercle  oscu- 
lateur. 

Normale  =  une  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente et  passant  par  le  point  de  contact. 

Pôle  =  point  par  lequel  passent  toutes  les 
cordes  qui  joignent  deux  points  de  contact, 
dont  les  deux  tangentes  correspondantes  ont 
leur  intersection  située  sur  une  droite  donnée 
de  position. 

Polaii^e  =  droite  donnée  de  position  rela- 
tivement au  pôle. 

Directrice  =  polaire  du  foyer. 

6®.  Centre  j  sa  position,'  et  didmetres  paraX- 
Vêles  aux  axes, parties  douces  interceptées  ; 
équation  de  la  courbe  rapportée  au  centre, 

k 
m 

m 
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A^' + Bxjr+Cx^  + — =  o  j  origine  au  centre 

ni 

Carre  du  {  diamètre  parallèle  à  l'axe  des 

L 

Cl» 
Id.  y ^ 

Bapport  des  deux  caiTés     =  -r* 

Carre  de  la  partie  de  l^axe  des  a: ,  interceptée 

dans  la  courbe  =  7^^. 

Carré  de  la  partie  de  l'axe  des  y,  interceptée 

dans  la  courbe  =  -rr-» 

4A« 

7®  Axes  conjugués^  relation. 

V  =  qx  \  ^^^^  ^^°J  ugues  passant  par  1  ongine  ; 

w             iP — ^)8in.7         _  ,    - 

tang.  I  = lIL—11 — ^ —  2 1  sangle  des 

^fpq+(p+q)coS'y 

axes  conjugués. 

aA/i^  +  B  (/>  +  î  )  +  aC  =  0  /  relation  entre  p 

etq; 

y  (  2  A./H-B)  4-2j:^  (C— A/i«)— /ij:»(iC+Bp  )  =  o 

Système  d'axes  conjugués  passant  par  l'ori- 
gme. 

y^  [  aAcos.7  —  B  ]  +  aay^  (A  —  C) 
+  a?*  [B  —  2Gcos.7l  =  o 
Système  d'axes  conjugués  rectangulaires  , 
passant  par  l'origine. 
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Deux  droites  parallèles  à  des  axes  çoDJa- 
gués,  sont  elles-mêmes  des  txes  conjogués. 

Deux  cordes  partant  du  même  point  de  la 
courbe  et  terminées  aux  extrémités  d'an  dia- 
mètre sont  conjuguées. 

8"*  Diamètres  conjugues. 

i»V— 4^L(A4-C— .Bcos.vlz  —  4L'-r-~=  o 

z  =  inconnu  de  Féquatioii  qui  a  poor  rt^ 
cines  les  carrés  de  deux  demi-diamètres  conju- 
gués, fesant  entre  eux  Tangie  I. 

y  [2A(A  — G)  +  B(B— 2ACOS7}) 

+  ixy  [B(A  +  C)  —  4^Ccos.7] 

-hx*(aG(C~A)*fA(B--^2Gco87}xâo 

Système  d'axes  conjugués  passant  par  l'ori- 
ffiue  parallèlement  aux  diamètres  conjugués 
égaux ,  dans  Tellipse. 

Les  ax«»  fkrineipam  tX  \^  diamètret  conju- 
gués égaux  forment  un  faisceau  harmonique. 

9<»  Pôleppciair^,  tangenu^ 
1®  af,y:=s,  coordomiée»  du  pôle. 

(2Ay+Bj:'+D)j^H-(aCLc'+%/4-Ê)^+ 
Dy  +  Eo/  +  2F  =  o;  équation  de  k  polane 
correspondante . 

Si  le  pôle  est  sur  la  courbe ,  la  polaire  est 
la  tangente  et  le  pôle  est  le  point  de  coatact, 

a**/[xHrf  j;+r=o,  équation  d'une  polaire. 
^,^kr^pn  +  ql 

jj    "^      ;  ^    leoord.  dupdle. 

mr-\'pk*-^qk 
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Toute  droite  passant  par  le  p6k  et  terminée 
à  la  polaire ,  est  coupée  pai*  la  courbe  harmo- 
niquement. 

Quatre  droites  formant  un  fatsceaa  harœo- 
niaue,  les  quatre  pôles  correspondans  sont  •!<- 
tues  harmoniquement  sur  une  même  droite 
et  pice  persd. 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit,  les  intersec- 
tions des  côtés  opposés  déterminent  une  droite, 
3ui  est  la  polaire  de  Tintersection  des  deux 
iagonales. 

Soient  j/,  y  et  j/',  y  les  coordonnées  de 
deux  points  ;  Jc,  y^  les  coordonnées  du  pôle  de 
la  droite ,  passant  par  les  deux  points  ;  on  aura 

_   qk+pi+n      _y-y' 

~  qm+pk  —  if'^  ~  a/—x" 
qU—pn—l  xY—y'ji^' 

10^  Position  dun  point  relativement  à  la 

courbe* 

^^y  >  coordonnées  d'un  point , 
Soit  Ay='  +  Bxy  +  Cj/=»+Dy+Ejf'+F=F, 
Si  F'  =  o,  le  point  est  sur  la  courbe. 
Si  F'Ii  ^st  négatif,  le  point  est  hors  de  la 
courbe, 

FX  est  positif,  le  i^oint  e«t  dans  l'intérieur 
de  U  Gouroe. 

1 1*  Viseussion  des  €ourb9s, 

7»  <  o ,  L >o ,  ellipse , 
id>     Lnso,  un  point, 
id.     L  <^  o ,  courbe  imaginaire , 
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i7t  =  o  9  L^  o ,  parabole , 

id,     L  =:  o ,  deux  droites  parallèles  ou  uue 
droite. 

id,     L<<!o9  ligne  imaginaire, 
m>  o ,  L  >  ou  <  o,  hyperbole  , 

id.     L  =  o ,  deux  droites  convergentes 

i2*>  Foyers, 

Ellipse  et  hyperbole^ 
^9j9  cordonnées  des  foyers , 

7f  I  y  et  p"  de  même  signe. 


m      * 


p"^  et  p"^  racines  de  Téquation , 

/»^j!74sin."y — ^^  L[(B — aAcos.  7)  cos.  7 

-f  A— C)]/7»— 4L'»  (B—  acos.  7)=»  =  o. 
Parabole  : 

k  (/+r)  — 4EL+2^7cos.  7 


X  = 


8L(A+C— Bcos.7) 
,_  U (Z+f )  — 4DL+2Âr COS. 7 

•^  8L(A+G— Bcos.7) 

2A 
Abscisse  du  sommet  ==:j/ r-([Ay*4'Ba;'j/+ 


Cz/'+Dy+Eo^'+F]  )==p. 


AL  sin.^  7 


2(A4-C — Bcos.y)' 

Ordonnée  du  sommet  s=sy  — —(Ay^+B^y  4- 

Cj/>+Dy+Ex+F).- 
La  somme  des  distances  d'un  foyer  aux  ex- 
trémités d'une   corde  parallèle  à  l'axe   des 


foyers^  est  une  quantité  constante  dans  l'ellipse; 

leur  différence  est  constante  dans  l'hyperbole. 

La  somme  des  cordes  conjuguées  passant 

Î)ar  un  foyer  ou  par  les  deux  est  constante  dans 
'ellipse;  et  leur  différence  dans  l'hyperbole. 
Je  ne  sache  pas  que  cette  propriété  soit  connue. 
La  distance  a'un  point  de  la  courbe  au 
foyer  divisée  par  sa  distance  à  la  directrice 
correspondante,  est  une  quantité  nulle  dans  le 
cercle  et  moindre  que  Punité  dans  l'éliipse; 
égale  à  Tunité  dans  la  parabole ,  plus  grande 
que  l'unité  dans  Thyperbole. 

r 

1 3^  Equation  polaire, 

z  =  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  l'orieine. 
«p  =r  angle  que  forme  cette  distance  avec  Taxe 
des  X  ; 

^'  =  Y — ç  ;  on  a 
'  -8=— ^sin.y 

[Dsin.^-j-Esin.^'ifcV/ /sin.'^+ansin.^sîn. ^'-f'/'ain^*^  j 
Asin.^^+Bsin.  <|>  siu.  <|>'+C)sin.^^  J 

lorsqu'on  aZ=/'etn=/ cos. 7, 

Le  radical  devient  indépendant  de  l^  varia- 
ble f  ;  l'origine  est  alors  un  foyer,  etTéquation 
devient 

LA6in.*<î)-|-Bsin.<psin.y-f  Csin.'V  j 
14**  Asymptotes. 

A^'+B^^-f'Ca:'  =  o;  système  de  droites  pas- 
sant par  l'origine,  parallèlement  aux  asymp* 
totes.  Lorsque  l'axe  des  x  est  parallèle  à  un 
asymptote,  le  carré  j:=*  disparaît  de  l'équation  j 
il  en  est  de  même  pour  l'axe  des  j^. 
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Daux  diftmètrea  conjugués  et  les  asymptotes 
forment  un  faisceau  harmonique. 

i5®  Intersection  de  deux  lignes  du  second 

degré. 

Soient  les  deux  ëqnations 

Ay+B';rrH-CV  +  Dy+Far+F=o 
Dans  ce  paragraphe  nou$  désignerons  pai* 
AB'.  le  binôme  AB'  — BA'  ainsi  des  autres. 
Cela  posé ,  soit  : 

P  =IC^— AB'.PO 

Q  =  -.  aAC.  CD'  +  BC.  CBD  —  AF  J  4- 

CF.  AB' 

R  =  —  aAC.  CF  +  BC  [BF  —  DFj  +  CE' 

[AF  — BD']  +  G5^ 

S  =  2CD.  CF  +  BC.  EF  +  CF  [DF  -  BF'] 

Ta=CF^— CF.  EP 

Éliminant  as  »  il  vient 

t&*  Courbes  semblables. 

Lorsque  deux  lignes  du  second  degré  sont 
semblables ,  Ton  à 

[A+C— Bcos7]»m'=[A'+C'— B'cos.7lm(i) 
Si  les  deux  lif^nes  sont  égales  ,  on  a  de  plus , 

L'  [  A+ C  —  Bcos.y ]3  =  L £ A'4- C  —  BC0&.7  J^ 
Si  deux  courbes  sont  semblables  et  seiD- 

blablcBo^ent     situées ,    on    a    outi*e     Vét 

tion  (i) 

\  +  C'  =  A'  +  C 


1 
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Si  A  4*  A'  SS3  €  4-  C ,  les  axes  priocipaus  sont 
perpendiculaires  les  unssut'Iea  autres. 

Si  les  deux  courbes  sont  égales  et  dans  un« 
position  parallèle ,  Ton  a 

A  =  A';B  =  B,  C  =  C'etL»  =  L'^ 

L'intersectionJ  de  deux  lignes  semblablefi  et 
^mblablemen^.  ^tuéea  est  une  droite  ayant 
pour  équation. 

^[ly— D]  + 2  [E'  —  E]+F  —  É  =  o;  l'autre 
droite  est  à  l'infini  ;  la  droite  qui  passe  par  les 
deux  centres  a  pour  équation 

^[2A[E  — E  —  B(D— D')]  — jc 
2C(D  — D')— B(E  — E')i=:DE— ED' 

Elle  est  conjuguée  à  ta  droite  d'intersection. 
Si  dans  deux  courbes  données  Ton  a  D  ^  D'j 

Alors  elles  se  coupent  suivant  deux  droites, 
ayant  pour  équations 

J7  "^  o 

j^  (AB'— BA')+jc(AC'— CA')+AE'— EA'  =  o 

Si  donc  A' .  B' .  G  conservent  même  valeur 
et  qu'on  ne  fasse  varier  que  E'  y  la  seconde 
droite  conservera  toujours  même  direction. 

17**  Cercle  oscillateur. 

Soit  une  suite  de  cercles  toiichai»t  tous  nne 
conique  donnée  en  un  même  point  donné, 
chacun  de  ces  cercles  coupera  déplus  ta  co- 
nique en  deux  points  ^  la  corde  qui  les  joint  a 
la  même  direction  pour  tous  leseeixles  (16]. 

La  coi*de  qui  passe  par  le  point  de  contact 
appartient  au  cercle  osculateor  et  peut  sei?vir 
à  le  construire. 

Soit  jrA  4.  Cx*  H-  Ex  ss  o  Véquatioii  d'ime  co- 
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tiiqne  rapportée  à  des  axes  conjugués  ;  Fëqua* 
tion  du  ceixie  osculateur  correspondant  à  l'o^ 
rigine  est 

y^  4-  '^xy  QXi^,'i  +  a:*  4-  Ej:=  o  ; 

p  ^      \  coordonnées  du  centre  du  cercle 
y  =— COS.7  1 

E 

osculateur  :  r  =  ->sin.7;r=srayondecourbure« 

18®  Lieux  géométriques. 

1°  Etant  données  deux  coniques,  dans  un 
même  plan  ;  soient  menés  deux  diamètres  paral- 
lèles ;  le  lieu  géométrique  de  Tintersection  des 
diamètres  respectivement  conjugués  est  une 
troisième  conique ,  passant  par  les  centres  des 
coniques  données  et  par  les  six  points  milieux 
de  leurs  cordes  communes.  Et  réciproquement  ; 
en  menant  par  un  point  de  la  troisième  co- 
nique, deux  droites  aux  centres  des  deux  pre- 
mières ,  les  diamètres  respectivement  conju- 
gués sont  parallèles.  Delà  on  conclut  ; 

•  a)  Le  lieu  géométrique  du  centre  d'une  co* 
nique  passant  par  quatre  points  fixes  est  une 
conique  ;  les  six  droites  passant  par  ces  points , 
sont  un  système  dé  trois  de  ces  coniques. 

b  )  Dans  tout  quadrilatère  inscrit^  les  six  mi- 
lieux des  cordes  >  le  centre  de  la  courbe ,  les 
points  d'intersections  des  côtés  opposés  ,  le 
point  d'intersection  des  diagonales,- sont  sur 
fine  conique  ayant  pour  centre  celui  du  pa- 
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raliélogramme  qui  a  pour  sommets  les  points 
m»Ueux  des  côtés  ; 

'Soient  A ,  B  ,  D,  C ,  quatre  points  d'une 
con.^jue ,  0  ,  le  centre  ;  M ,  rîntersection  de  AC 
et  BD  ;  N ,  rîntersection  de  AB  et  CD  ;  si  on 
mène  MQ  formant  un  faisceau  harmonique 
avec  MAC,  MO,]VIBD;NP,  formant  un  fais- 
ceau harmonique  avec  NAB,  MO,  NGD;  les 
droites  MQ  et  NP  sont  parallèles  (  par  la  ré- 
ciproque de  1°);  les  quatre  pôles  du  premier 
faisceau  sont  sur  une  même  aroite  (90)  ;  le  pôle 
de  MO  est  à  llnfini;  donc  le  pôle,  de  MQ  est  au 
milieu  d'une  des  diagonales  du  quadrilatère 
circonscrit  passant  par  les  points  A ,  B ,  G  ,  D  ; 
par  la  même  raison  le  pôle  de  NP  est  au  milieu 
de  la  seconde  diagonale  ;  la  droite  qui  joint  les 
milieux  de  ces  deux  diagonales  a  donc  pour 
pôle  Tintersection  des  deux  droites  parallèles^ 
donc  cette  droite  est  un  diamètre  {Newtyjprin- 
cipia Mathem.  lib.  I.  Lemm.  XXY.  corol.  3)  ;  ^ 
2°  Soit  ABCO  un  quadrilatère  donné  ;  du 
point  E  on  mène  aux  côtés  opposés  AD ,  BC 
deux  droites  £F^  EG  sous  des  angles  donnés; 
et  de  même  aux  côtés  opposés  AB,  GD ,  deux 
droites  El ,  EH  sur  des  angles  donnée ,  si  le 

EFxEG  *  .      „ 

rapport-=^ ===  est  constant  le  point  E  est 

El  X  En 

sur  une  conique  passant  par  les  quatre  som- 
mets du  quadrilatère  {Princip.  Mat.  lib.  I, 
Sect.  V  Lemm.  XIX)  ,• 

3°  A  et  B  sont  deux  points  fixes;  G  un 
point  mobile  sur  une  droite  donnée  ;  GAM , 
GBM,  sont  deux  angles  donnés  de  grandeur; 
le  point  M  décrit  une  conique  (Pnnc.  Mat» 
lib.  I,  Sect.  y.  Lemm.  XXl)  ; 
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4''  Soient  M  «  A ,  N«  B ,  les  qufitre  «omtaets 
donnés  d'un  parallélogramme  (  C  ud  poiot  fixé 
sur  AM;  D  point  iixé  sur  AU  -,  E  point  mo- 
bile sur  BN  i  F  point  mobile  sur  BM  $  le  rap- 
port nn  6s^  constant  ;  rintersectiori  des  deux 

droites  CE ,  DF  décrit  une  conique  passant 

£ar  les  quatre  points  A ,  B ,  G ,  D  (  Sect.  Y. 
emm.  XX); 
^  5^  Soit  M  un  point  situé  sur  une  courbe 
donnée  ;  MQ ,  Tordonnée ,  et  AQ  l'abscisse  du 
point;  0  un  point  fixe  situé  sur  l'axe  des  or- 
données ;  D  le  point  oh  la  droite  OQ  vient  cou- 
per une  parallèle  donnée  de  position ,  à  l'axe 
des  ordonnées  ;  DM'  une  droite  faisant  avec 

Ou  un  angle  donne  et  DM'  =  >■      ^ —  le 

point  M',  appartient  aussi  à  une  courbe 
de  même  degré  f  Lib.  I,  Sect.  V.  Lem.  XXII). 
C'est  à  l'aide  de  ce  lemme  que  Newton  trans- 
porte les  propriétés  démontrées  pour  une  cer- 
taine courbe,  dans  une  autre  de  même  degré, 
et  cbange  des  droites  convergentes  en  paralïeies 
et  t^ice  persa.  Il  appelle  ce  moyen  figuras  in 
ejusdem  generis  figuras  m utare, '  ç  est  la  mé- 
thode projective,  cylindrique  ou  conique^  des 
géomètres  de  l'école  de  Monge. 

ig^  Propriété  des  segmens   et  de  la  trans- 

versale. 


Une  conique  est  coupée  par  un  polygone  de 
m  eôtéa;  pour  fixer  les  idées  'soit  M  ss  4  $  dé- 
signons ces  côtés  par  (i)  ;  (d)  ;  (3)  ;  (4)* 


DE  oioaiTsiE. 

4«& 

Aj"  +  . 

.  Cx'  +  . .  .  =  o    axes 

(0;  (2) 

Ay+. 

.Cjr*— . .  .  =0     id. 

(3)5  id. 

Ay+. 

.C'x'+. .  .  =o 

id.;  (4) 

A>4-. 

.  CV  + .  .  .  =>  o     i</. 

(l);  »rf. 

A V+ . 

.  C"  jr'    .  . .  =  o     id. 

id.;  (2) 

Il  est  évident  que  l'on  a  A"  =  A  ;  G"  =  C 
Soit^  le  prodait  des  tegmens  formés  par  l'axe 

des  x^  q  celui  de  Vote  deêy; 

dans  la  x'«  équation. 


p' 

id.              q' 

dans  la  a*. 

p" 

«" 

dans  la  3®. 

p'" 

«£.          ,"' 

s 

dans  la  4'. 

aussi  Ton 

a 

/»    c 

f     A 

gf     A' 

p'^C 

p"     A' 

q"  ~  G 

■       q'"      A» 

/"     C 

09â\ik 

^/?^7?         A 

Il  en  est  de  même  pour  un  nombre  m  de 
câté^  et  p^ur  uae  couroe  8lgébrïi]«ie  de  degt*é 
quelconque  ^  si  m  =  i ,  eo  a  la  propriété  de  la 
tranwersale. 


4^0  MAKUEL 

30°  Iiufolution  de  Desargues  * 

Soient  trois  coniques  passant  les  mêmes 
quatre  points. 

A/»4-Bay+Cx«+D^+Ea>{-F=oéquat.delar«com^. 
Ay+  F=:o    id.  a«. 

AV+  F=o    id,  3*. 

On  a  donc 

fi  =  D-i^fn  B 

Faisant^  =  o  ;  il  vient 
Cx^  +  Ej:«f  F  =  o  (r,  5  racines) 
Gx'+  =o;(r',5'     î^.) 

c"j:'»+  =;o(r",5"  id.) 

CV'-  +  BV'  +  F==o 
CV«  +  EV+F=o 
Cr'''»  +  Er"  +  F  +  m  [CV»  +  EV  4-P)  =  o 
C*"»  +  Es"  +  F  +  m  (  c V»  +  E's"  +  F  )  =  o 

Eliminant  m  et  considérant  que  Gr''^  +  £/' 
•f  F  =  C  (r''  —  5)  (r"  —  5)  et  ainsi  des  autres  il 
vient 

^r'^—r){r^'^s)^(sf'-r')(y—y) 

{'"-r')  (r"-0      (y'_r)  (*"-,')  ' 

Ce  qui  est  la  propriété  nommée  inuolution 
par  Desargues  et  qu  il  est  facile  d'étendre  à 
toutes  les  courbes  algébriques. 

21^  Intersection  de  deux  lignes  du  même 

degré. 

Soient  deux  lignes  du  degré  mj  elles  ont  en 
«Ténéral  m*  poiqts  d'intersection  \Ampde  ces 
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points  sont  sur  une  ligne  de  degré p  <^  m  ;  les 
m  {m  — j9)  points  restans  sont  sur  une  même 
ligne  de  degré  m^—p. 

En  faisant  m  i=z6  etp:=^^,  on  a  le  théo- 
rème de  Pascal ,  comme  cas  particulier. 


I 
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NOTES. 


Note  i,  Pagb  i8. 
Sur  les  parallèles. 

Le  parallélisme  de  deux  droites  renferme 
deux  conditions  :  la  première  est  affirmative  , 
et  consiste  en  ce  que  les  deux  droites  sont  dans 
un  même  plan  ;  la  deuxième  est  négative  ,  en  ce 
qu'on  dit  que  les  deux  droites  ne  se  rencon- 
trent pas.  Dans  aucune  méthode  directe  de 
démonstration ,  on  ne  fait  usage  de  l'assertion 
affirmative,  aussi  aucune  n'est-elle  entière- 
ment satisfaisante;  on  ne  pourrait  même  tirer 
parti  de  cette  condition,  qu'autant  qu'on  con- 
naîtrait les  propriétés  du  plan ,  indépendam- 
ment des  parallèles ,  ce  qui  n'est  possible  que 
lorsqu'on  sera  parvenu  à  prouver  que  deux 
droites  perpendiculaires  à  un  plan  ,  sont  dans 
un  même  plan.  En  attendant ,  les  méthodes 
indirectes ,  celles  qui  sont  fondées  sur  l'inva- 
riabilité de  la  somme  des  angles  du  tnangle , 
paraissent  offrir  le  plus  de  chances  de  succès  ; 
car  les  trois  côtes  du  triangle  étant  toujours 
dans  un  même  plan,  la  première  condition  en- 
tre implicitement  comme  élément  d'argumen- 
tation. Mais  jusqu'ici  on  n'a  pas  encore  réussi 
à  démontrer  l'invariabilité  de  cette  somme  , 
avec  toute  la  rigueur  désirable;  M.  Legendre  , 
dès  la  première  édition  de  ses  Elémens  de 
Géométrie  y  a  solidement  prouvé  que  cette 
somme  ne  pouvait  jamais  dépasser  aeux  an-* 
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gle»  droits.  Mais  ne  peut-elle  rester  au  dessous  ? 
Cette  difficulté  subsiste  toujours  ;  on  peut  la 
réduire  à  celle-ci  :  il  s*agit  de  trouver  un  seul 
triangle  ABC  dans  lequel  la  somme  des  trois 
angles  est  égale  à  deux  angles  droits  ;  car ,  si 
cela  est  vrai  pour  ce  triangle ,  il  le  sera  aussi 
pour  un  triangle  quelconque.  En  effet,  un 
4es  angles  du  triangle  est  nécessairement  aigu; 
supposons  que  c'est  l'angle  G  ,  et  abaissons 
de  A  la  perpendiculaire  AD  sur  BG  :  on  aura 
deux  triangles  rectangles  ADG ,  ADB  ,  dans 
chacun  desquels  la  somme  des  angles  est  égale 
à  deux  angles  droits  \  car  si  les  trois  angles  de 
ADG  ,  par  exemple,  valaient  moins  que  deux 
angles  droits,  ajoutés  aux  trois  angles  du  se- 
cond ,  les  six  angles  vaudraient  moins  que 
quatre  angles  droits  ;  or  parmi  ces  six ,  il  y  en 
a  deux  en  D  qui  sont  droits ,  par  conséquent , 
les  quatre  angles  restans  valent  donc  moins 
que  deux  angles  droits  ,  ce  qui  est  contraire  ' 
â  la  supposition ,  puisque  ces  quatre  restans 
forment  précisément  les  trois  du  triangle  ABG  : 
donc  la  somme  des  angles,  dans  le  triangle 
rectangle  ADG ,  est  égale  à  deux  angles  droits. 
Si  AD  SX  DG ,  le  triangle  ADG  est  isocèle ,  et 
l'on  aura  AGD  =  DAC=45^  si  AD<DC  , 
portez  AD  sur  DG  de  D  en  £ ,  et  menez  A£  ; 
on  démontrera  ,  comme  ci*dess'js  ,  que  la 
somme  des  trois  angles  du  triani^le  rectangle 
isocèle  est  égale  à  deux  droits ,  et  que  l'on  a 
AED  =s  DAfc:  =  4^''  ;  prolongeons  la  ligne  AD 
d'une  longueur  DF  égale  à  elle-même;  le 
triangle  AEF  sera  rectangle  isocèle,  et  aura  la 
somme  de  ses  angles  égale  à  deux  droits  ;  pro- 
longeons encore  ihypothénuse  AE  d'une  ton- 
gveorBG  égale  à  elle-même,  on  aura  un  trian- 
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gle  AFG,  rectangle  isocèle,  avec  des  angles 
aigus  de  4^°  ;  or ,  AF  =  2  AD  ;  à  Faide  de  ce 
trianirle  AFG ,  on  pourra  en  construire  un 
troisième  ,  triangle  rectangle,  jouissant  de  la 
même  propriété ,  et  dans  lequel  le  côté  de 
Fangle  droit  sera  double  de  AF  ,  et  quadruple 
de  AD  ;  et  continuant  de  la  même  manière , 
on  peut  donc  trouver  un  triangle  rectangle 
isocèle ,  dans  lequel  la  somme  des  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits ,  et  où  le  coté  de 
l'angle  droit  est  plus  grand  qu'aucune  longueur 
donnée  :  nous  l'appellerons  triangle  mojci' 
mum.  Cela  posé ,  étant  donné  un  triangle 
rectangle  quelconque  KLM,  on  pourra  le 
placer  sur  le  triangle  maximum  ,  de  manière 
que  les  sommets  et  les  côtés  des  angles  droits 
coïncident.  Mais  le  triangle  KLM  étant  dans 
l'intérieur  du  triangle  maximum ,  dont  les 
angles ,  pris  ensemble ,  valent  deux  droits  ;  on 
démontrera  comme  ci-dessus  que  la  somme  des 
trois  angles  doit  aussi  être  égale  à  deux  an- 
gles droits  ;  or ,  un  triangle  quelconque  peut 
se  décomposer  en  deux  triangles  rectangles  : 
donc,  en  générai,  s'il  existe  un  seul  trian- 
gle où  cette  somme  égale  deux  angles  droits , 
elle  a  cette  même  valeur  dans  tous  les  autres 
triangles. 

En  1808,  j'adressai  cette  proposition ,  avec 
un  mémoire  sur  les  parallèles ,  à  feu  M.  Le- 
gendre;  l'illustre  géomètre  me  fit  l'honneur  de 
me  répondre,  en  oatedu  1  *^' juillet  même  année  : 

9  J'ai  lu  avec  beaucoup  d'intérêt,  Monsieur, 
»  le  mémoire  que  vous  m'avez  adressé  sur  la 
9  théorie  des  parallèles;  vous  y  donnez  des 
»  détails  curieux  et  qui  supposent  beaucoup 
«  de  recherches  sur  les  diverses  tentatives  qui 
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»  ont  été  faites  pour  parvenir  à  perfectionner 
»  cette  théorie.  Cette  partie  seule  du  mémoire 
V  mériterait  de  voir  le  jour ,  indépendamment 

»  de  la  théorie  qui  vous  est  propre Lors- 

»  que  vous  prouvez  qu'il  suffit  qu'il  existe  un 
»  seul  triangle  dont  la  somme  des  angles*  soit 
»  égale  à  deux  droites  pour  qu'on  soit  assuré 
9  que  la  somme  est  la  même  dans  tout  autre 
»  triangle ,  je  suis  parfaitement  d'accord  avec 
T»  vous.  Je  connaissais  cette  pix>p08ition ,  ainsi 
»  que  je  l'ai  marqué  dernièrement  à  M.  Fran- 
»  çais.  Mais  la  difficulté  est  de  trouver  un 
«  triangle  dans  lequel  la  somme  des  trois  angles 
»  soit  égale  à  deux  angles  droits.  » 

On  trouve  en  effet  cette  proposition  dans 
le  mémoire  posthume  publié  en  i833  ,  sous  ce 
titre  :  Réflexions  sur  différentes  manières  de 
démontrer  la  théorie  des  parallèles  -  ou  le 
théorème  sur  la  somme  des  trois  angles  du 
triangley  par  M.  Legendre.  (Mémoires  de  l'A- 
cadémie royale  des  sciences  de  l'institut ,  tome 
XII,  page  367.) 

Il  est  facile  ae  conclure  de  ce  qui  précède  que 
lorsqu'^un  triangle  enveloppe  un  autre ,  la 
somme  des  angles  du  triangle  est  plus  grande 
que  la  somme  des  angles  du  triangle  extérieur; 
car  si  les  deux  sommes  étaient  égales,  il  faudrait 
qu'elle  fût  égale  à  deux  droites  et  alors  la  pro- 
position générale  serait  déaiontrée.  Gela  posé, 
soit  AB  G  un  triangle  rectangle  en  B;  d'un  point 
I  situé  entre  A  et  G  sur  l'hypothénuse ,  soit 
abaissée  la  perpendiculaire  IP  sur  AB  ;  le  pied 
P  de  la  perpendiculaire  tombera  nécessaire- 
ment entre  A  et  B  ;  la  somme  des  trois. angles 
du  triangle  AIP  est  plus  grande  que  celle  des 
trois  angles  du  triangle  AGB  \  donc  l'angle  AIP 
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^1  plus  mod  que  l'angle  AGB  $  à  m«f  ure  qae 
le  poiol  4  AppiWi<3  de  A  Tlogle  AIP  tugnente 
tl  en  elleot  ver$  C  il  augmente  continuellement 
0l  jamais  même  valeur  ne  peut  correspondis 
i  deux  position^  diffiéi^entef  doa  point»  I  (  par 
fiopséqpaent  chaque  triangle  AIP  eat  entière- 
ment déterminé»  lorsqu'on  donne  Tangle  AIP; 
01*4  prenant  pour  unité  Tangl^  droit  »  chaque 
angle  peut  éti*e  représenté  par  un  nombre  ab- 
strait; il  &'en«uivrait  que  n'ayant  pour  données 
que  troif  nombres  abstraits,  on  en  conclurait 
Jet  longueui*a  absolue»  de»  trois  cètés   d'an 
triangle }  ce  qui  est  absurde*  Donc  la  somme 
des  angles  du  triangle  API  ne  peut  pas  tou^ 
jours  surpasser  celle  du  triangle  ABC  ;  ces 
deuY  sommes  doivent  doqç  parvenir  au  moins 
une  foU  à  régaiité^  dono  elle»  sont  toujours 
4;Ale». 

Tel  est  le  raisonnement  très-Ingénieux,  tr  s- 
satisfaisanl  qu'on  trouve  dans  réorit  de  M.Le- 
fiendre  cité  ci-dessus  a  toutefois,  il  donne  la  pré- 
férence à  la  théorie  des  parallèles,  exposée  par 
Ml,Bertrand  de  (ienève,aansfe5rféf'f/o/?p«mc/i5 
de  la  partie  élémentaire  des  maikém^ù^uef. 
£lle  copsiste  à  regarder  Taire  comprise  entre 
deux  droites  parallèles  comme  une  quantité 
infinie  du  premier  ordre  qui  doit  être  regardée 
comme  nulle  par  rapport  à  Taire  comprise  entre 
deux  côtés  d'un  angle  qui  est  un  infinidu  second 
ordre;  de  même  ordre  que  Taire  d'un  plan 
indéfiniment  prolongé.  £n  accordant  même 
libi*e  cnti^  h  cette  hiéTarcbie  intinitésimale 
dana  le  premier  livre  de  la  géométrie  élémen- 
taire «  il  me  parait  que  cette  démonstration 
e»t  sujette  à  bien  de»  objections.  En  effet  »  le 
mot  0m,  pQur  avoir  un  sens  intelligible,  doit 


exprimer  le  nombre  de  fois  qu'une  figure 
fermée  renferme  une  autre  figureyer/wée  don- 
née, par  exemple  un  triangle  rectangle  isocèle 
donn^  ;  on  di|  quo  Taire  a  une  figure  ouverte 
est  infinie,  lorsqu'on  peut  y  former  des  segmens 
fermes  dont  l'aire  peut  surpasser  toute  aire 
donnée.  C'est  ainsi  que  Taire  de  la  parabole  est 
dite  infinie;  car,  en  menant  des  cordes,  on 
démontre  que  T^iv^  des  segmQD9  peut  dépasser 
toute  limite. 

Gss  définitions  admises,  comment  aait^on 
que  les  aires  comprijîes  entre  deux  droites  pa- 
rallèles ,  entre  deux  droites  oonvergeales ,  sont 
infinies?  Est -^  il  possible  de  démontrer  qu'on 
peut  former  avec  les  deux  parallèles  un  es- 
pace plus  grand  qu'aucun  autre  donné?  t&t-ce 
a  raison  de  ce  que  oes  espaces  s'étendent  à  Tin- 
défini?  mais  certains  espaces  asymptotiques  se 
prolongent  aussi  à  l'indéfini  et  Taire  est  pour- 
tant finie.  Si  on  ne  veut  pas  admettre  la 
possibilité  de  Tasymptotisme  pour  deux  droites, 
alors  U  théorie  des  parallèles  s'établit  de  suite 
sans  cet  échafaudage;  maisil  paraît  bien  difficile 
de  fonder  cette  théorie  sur  des  rapports 
entre  des  aires»  q^9nd  on  veut  attacher  un 
sens  précis  aux  mots  qu'on  prononce  ;  M.  Le- 
gendre  avait  fait  un  semblable  essai.  Voici  ce 
qu'il  m'en  dit  dans  la  lettre  citée  ci-dessus. 

«  U  faut  supposer  qu'étant  donné  un  triangle» 
»  il  eiiste  un  autre  triangle  dont  Taire  est 
y  tant  de  fois  qu'on  voudra  plus  grande  que 
»  Taire  du  triangle  donné.  Cette  supposition  , 
»  si  elle  trouve  des  contradicteurs,  n  est  peut- 
»  être  pas  plus  facile  à  démontrer  que  la  pro- 
»  position  principalQ  pour  laquelle  on  a  fait 
»  tant  d«  civcuit^.  » 
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«iitr«  autres  par  Bccout ,  evge  qaa  Ton 
eute  le  cai  des  nombres  irrationnels. 

NoTs  5^  PAGE  io4 

Oq  lit  dans  la  Tbéodicée  de  l^ibnitz ,  au  pa- 
ragraphe 3i4  de  la  deuxième  partie i 

«  Il  y  a  une  espèce  de  géométrie  que  AI.  Juo- 

Jius  de  Hambourg,  un  des  plus  excellens 
omnies  de  son  temps,  appelait  empirique. 
Elle  se  sert:  d'expériences  démonstratives  t  et 
prouve  plusieurs  propositions  d'EucIide  ,  mais 
particulièrement  celles  qui  regardent  l'égalité 
de  deux  figures ,  en  coupant  Tune  en  pièces ,  et 
en  rejoignant  ces  pièces  pour  en  faire  l'autre. 
De  cette  manière  en  coupant,  comme  il  faut, 
en  parties  les  quarrés  des  deux  côtés  du  trianf;le 
rectangle  et  en  arrangeant  ces  parties  comme 
il  faut ,  on  en  fait  le  quarré  de  i  hypotiiéouse, 
c'est  démontrer  empiriquement  la  47*  proposi- 
tion du  I*'  livre  d'Éuclide.  » 

Nous  croyons  que  cette  géométrie  empirique 
est  la  plus  convenable  à  renseignement  pri- 
maire. 

NoTF  6,  Pace  III, 

Sw^  ha  proportions  et  progressions  harmo- 
niques. 

\^  Supposons  qu'un  nombre  qu  elcooque  de 
points  se  succèdent  en  ligue  droite  ,  et  ^  pour 
n^r  les  idées ,  ne  prenons  d'abord  que  quatre 
points  A,  B»  G,  £  $  les  distances  des  trois  der- 
niers ^u  premier  sont  BÀ,  CA,  £A,  et  les 

distances  inverses  sont  -^ ,  -^^ ,  =j  ;      la 
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moyenne  arithmtfliqae  de  ces  distances   in- 
verses sera  dOnc         i  t  i 


Prenons  sur  cette  droite  Un  point  tt ,  tel  que 
sa  distance  inverse  an  poînt  A  soit  ^gale  à  cette 
moyenne  arithmétique  j  de  sorte  que  l'on  auri 
I        I         I    _  3 

D'un  point  qaelconque  0  situé  hors  de  la 
droite  AE  ,  menùOs  lés  cinq  droites  OA ,  OB , 
OG.OD,  OË,  etfaUoDs 
BA»», 

DA=a(^, 

£A»«, 

OA=r, 

OB<=r', 

OG=r", 

0I>=/-'. 

OE=-r", 
^r,/')dBW|De  L'angle  des  drmteaf  M /*« 
.r.r*')  dérnga*  l'angle  de«  droites r  tlt" , 
et  ai oii  de  suite. 

h  »  itistanctt  pei-pendieulàint  du  ^Mlut  O  k 
la  dnritft  AE  <  on  aura 

"" — r— ■ 
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rr«^  sin.  (r,  ¥*'') 

'  = 1 — '' 

réquation  (i)  devient ,  après  avoir  chassé  les 
dénominateurs ,  dce  4*  dbe  4*  abc  =  3  bce  j 
équation  qui  prend  cette  forme , 
ce{d^b)'\^be{d—c)-hbc{d—e)=  0(2). 

On  a  a — 6  =  BD= 


r"r«"  sin.( r",r«") 
r«"  /*▼  sin.  (  r«"  ,  /*▼  ) 


Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  6  ,  ce 
dans  l'équation  (2) ,  les  6  lignes  r,  r» ,  r"»«,  r«', 
h  disparaissent  par  la  division ,  et  il  reste 
cette  relation  entre  les  sinus  des  angles 

sin.  (r,  r»»)  sin. (r,  r»^)  sin.  r»,  r»"  )  +       j 

+sin.  (r,  r')sin.  (r,  r«^)sin.  {r^^r""  )  — 
—  sin. (r,r')  sin.  (r, r*» ) sin.  (/*«' ,  r«^ )  =  o (3). 

De  l'équation  (2)  on  a  déduit  la  relation(3); 
et  réciproquement ,  lorsque  la  relation  (  3 } 
existe  entre  les  sinus ,  on  peut ,  rétablissant 
les  facteurs  supprimés ,  remonter  à  la  relation 
(2)  ;  par  conséquent ,  si  Ton  mène  une  droite 
quelconque ,  rencontrant  le  faisceau  des  cinq 
rayons ,  r,  r',  etc. ,  respectivement  en  A',  F, 
G',  D\  iE'y  on  aura  encore  la  relation 

I  I  I  3 

pourvu  que  cette  relation  subsiste  pour  une 
droite  AË. 

Si ,  au  lieu  de  prendre  quatre  points ,  on 
""D  prend  un  nombre  quelconque ,  on  eu  vien- 
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dra  anx  mêmes  conclusions  ;  car  la  relation  (i\ 
est  un  résultat  de  combinaisons  tiois  à  trail 
pour  4  points, et  en  général  de  n—,  à  »_, 
pour  «  points ,  et  toujours  les  facteurs  r  r'  r" 
disparaîtront  de  l'équation.  ' 

2»  Si  on  désigne  le  point  D  sous  le  nom 
de  point  de  moyenne  distance  inverse,  on 
peut  renfermer  le  résultat  précédent  en  cet 

_  La  projection  conique  du  point  de  moyenne 
distance  inverse  est  le  point  de  moyenne  dis- 
tance  inverse  des  points  projetés. 

30  Lorsque  le  point  A  est  situé  à  l'infini, 
les  distances  ^6,  c  d,e  deviennent  égales  et 
infimes,  mais  les  différences^—^  d—c  d~e 
rf^nf  rn  '  ^'émiation  (2)  se  change  en  celle- 
Cl,  BD+CD-.DE  =  o;  de  là  on  conclut  que 
dans  ce  cas  le  centre  de  moyenne  distance  in- 
verse est  le  même  que  celui  de  moyenne  dis- 
tanœ  directe,  ou  le  centre  de  gravité  •  run 
est  donc  toujours  la  projection  de  l'autre  et 
peut  servir  à  le  construire.  ' 

4^  Soit  une  droite  AE  divisée  en  un  nombre 
quelconque  de  panies  égales ,  par  exemple ,  en 
quatre  parties  égales  Afe  ,  BC;  CD,  DE  :  me^ 

nons  le  faisceau  OA ,  OB ,  OC  ,  OD .  OE  on 
aura  *     ■",  uu 

le  point  B  pour  moyenne  distance  inverse 

des  deux  points  A  et  G 

C  pour  moyenne  distance  inverse  * 

des  deux  points  B  et  D 

Dpourmoyenne  distance  inverse 
des  deux  points  C  et  E 

par  rapport  à  un  point  situé  à  l'infini  (S**).     ' 
hx  on  coupe  le  faisceau  par  une  droite  qui 
rencontre  ces  rayons  aux  points  A',  B',  C,  ly 
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£',  et  si  Dous  désignons  par  K'  le  point  où  cette 
droite  est  rencontrée  par  une  parallèle  àAË, 
menée  par  0  ,  on  aura  (3") 
B'  pour  moyenne  distance  inverse  des 

deux  points  A'  et  C, 

G  pour  moyenne  distance  inverse  des 

deux  points  B'  et  D', 

D*  pour  moyenne  distance  inverse  des 

deux  points  C  et  E', 

par  rapport  au  point  K';  donc 

n     I  I 


ail 

de  la  première  équation ,  on  tire  facilement 
celle-ci  : 

A'B.K'C'  =  A'K'. 

Ainsi ,  les  points  R' ,  A' ,  B' ,  C  sont  dispo- 
sas harmoniquement;  i(  en  est  de  même  des 
points  K' ,  B' ,  G' ,  D ,  et  des  points  K' ,  C  ,  ly  , 
E' }  les  segmens  KA  ,  AB  ,  ÈG ,  CD  ^etc. ,  for- 
ment une  échelle  harmonique  ;  et  le  point  G 
étant  celui  de  moyenne  distance  inverse  des 
points  A  ,  B,  D  ,  E  ,  relativement  à  un  point 
situé  à  l'infini ,  on  a  de  même  le  point  G'  et 
celui  de  moyenne  distance  inverse  des  points 
A'^B',  P',E'  relativement  à  K. 

5^  l^e  point  de  moyenne  distance  directe 
jouit  ue  certaines  propriétés  relativement  à 
UQ  système  de  forces  attractives  parallèles  , 
qui  lut  ont  fait  donner  le  nom  de  centre  Ue 
fravité  (  voir  le  Manuel  de  MécapÀque  )  /  de 
même ,  le  centre  4^  mpyçn^ç  distance  iover^ 
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se  jouit  des  propriétés  analogues  ,  convenable- 
ment  modifiées  ,  relativement  à  un  système  de 
forces  attractives  convergentes  vers  un  point  \ 
propriétés  qu'on  peut  étendre  à  des  systèhfies 
de  forces  dont  les  directions  ne  sont  pasçl<3LU9 
un  même  plan.  Voyez  le  rapport  de  M.  Cau- 
chy  sur  le  mémoire  de  M.  Poncelet ,  concer- 
nant le  centre  des  moyennes  harmoniques, 
dans  les  annale^  de  G^rgonne. 

Note  7,  Page  laa. 

Avec  les  côtés  donnés  AB,  BC;  CD,  DA, 
on  peut  toujours  construire  un  quadrilatère 
inschptible  j  en  effet ,  soient  prolongés  les  côtés 
AD,  BC  jusqu'à  leur  rencontre  en  O;  dési- 
gnons les  lignes  AO ,  BO  et  les  quatre  côtés 
par  les  lettres  x,y,a^b ,c,d,  On^a  évidem- 
ment  cx=za[y  +  b)\  et  cy=^a{X'\-d);  les 
lignes  X  et  y  sont  donc  connues,  par  consé- 
quent le  quadrilatère  inscriptible  est  donné; 
on  tiouve 

a{ad'\*hc)  a{ab  +  cd) 

{c+a)(c  —  ay  (e-^a)  {e  —  a) 

soienty.y  le»  diagonales  respectivement  op- 
posées eux  angles  {a,b)et{c,d);  ip  le  péri- 
mètre, A  l'aire  du  quadrilatère  inscrit,  on  a 
a^"  4-^*  —  lab  cos.  i^a^b)  =^  c^  +  d^  ■{-icd  cos. 
{a,b)=f';  d'où 

a^^b^—c^  —  d* 

cos.  (a,0)  fi=a ' ; = 

^ab-i-icd 
A=:{(ab-hcd)  sin.  {ayb)=i 

V  (p^a)  {p-^b)  {p^c)  {p^d) 
[aC'^-bd){ad-\-bc) 

ab  +  cd 
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^t2  _{aC'^bd)  {ab-^-  cd) 

^    ~"  ad-irbc 

/ 
les  expressionsjÇ^  et^  donnent  les  propriétés 

connues  (page  120) 

sin.(/./')=^ 

/+/'^  (a+c)(6+rf) 

a     bf—df 

c-bf-df 
„.,.Aff-'»l)<^bf-df) 

bf~rdf 
segment  de  la  diagonaley^  compris  dans  Tangle 

\^>b)=  . 

ao+cd 

Aire  du  triangle  formé  par  les  côtés  a^  6,/'=: 
Aab 

ab^cd^ 

Soit  RJe  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  et  aussi  au  quadrilatère  ;  on  aura 
_,    f{ab+cd)     f  (ae  +  bd) 

4A  4A 

donc    T^^m-t±£^:}(îî±ÈÉl:=.     . 

i6A^ 

(ad+bc)  (  ût^+ct/)  (ac-{-bd) 

■"  16A»  "~ 

Changeons  1°  c  en  é  et  pice  versa}  2P  c  en  d 
et  Pice  (^er^a  ;  on  a  deux  nouveaux  quadrila- 
tères acbd ,  abdc  inscrits  dans  le  même  cercle 
de  rayon  R  ;  le  deuxième  quadrilatère  a  pour 
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diagonales/'  tXf"  ;f"  est  la  diagonale  opposée 
à  l'angle  {b,d);  le  troisième  quadrilatère  a 
pour  diagonale^et  jT",  et  Ton  a 

^„^ [ab^cd)  {ad+hc) 

ac+bd 

d'où  Ji=/^'^' 

4A 

(Voir.  Grèbe,  dequadrîlatero  circulari  obser- 
va tionesquaedam,page  6,  Marburgi,  1 83 1,  in-4°.) 

L'aire  du  trapèze  en  fonction  des  côtés  se 
conclut  facilement  de  celle  du  quadrilatère 
inscrit;  en  effet,  portant  OB  de  O  en  I  sur 
OD  et  OA  de  0  en  V  sur  OC ,  on  obtient  un 
trapèze  IDCF  équivalent  au  quadrilatère  ins- 
crit. Soient  a^b,Cy  d,  lescôtés  consécutifs  d'un 
trapèze  y  b  la  petite  base  et  d  la  grande  base  ; 

1    r     ^  •    *  -^        b{c  —  a) 

s  le  J  périmètre ,  K  =  --^ — ; — ^,    A 

da 

l'aire,  on  aura 

d^b    , 

=^  j:n^v/(  *-«-*)  (^-*)  {s^c-^b){s^d) 

Note  8,  Page  i63. 

On  dît  que  deux  systèmes  d'objets  sont  sem- 
blables lorsque^  en*  allant  dans  cnaque  système 
d'un  de  ces  objets  à  l'autre,  dans  le  même  ordre, 
on  les  trouve  placés  de  la  même  manière  les  uns 
par  rapport  aux  autres,  et  que  leurs  grandeurs 
sont  proportionnelles.  Egalité  de  position  et  pro- 
portionnalité de  grandeur,  sont  les  conditions 
delà  similitude. G'estladéfinition ordinairement 
adoptée  par  les  géomètres.  Elle  est  la  première 

37* 
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du  sixiènae  livre  d'Ëuclide.  Legendre  a  fa^t 
ressortir  les  incoQvéniens  de  cette  définition  , 
surtout  quand  il  s'agit  des  polyèdres  ;  elle  est 
même  difficilement  applicable  aux  lignes  et  aux 
surfaces  courbes  j  alors  on  a  forcément  recours 
au  centre  de  similitude;  on  pourrait  suivre  la 
môme  marche  pour  les  droites  et  les  plans; 
c'est  le  parti  qu'a  adopté  M.  Vincent  dans  la 
troisième  édition  de  ses  élémens  de  géométrie. 

NoTB  9,  Pach  17a. 

Cercle  tangent  à  trois  autres. 

Viète  est  le  premier  qui  se  soit  servi  des 
propriétés  du  centre  de  si  milita  de  pour  ré- 
soudre les  problèmes  sur  les  contacts  des  cer- 
cles; mats  la  solution  la  pliis  dtrecte  et  la 
plus  générale  a  été  donnée  par  Newton:  elle 
consiste  à  obtenir  le  centre  du  cercle  cherché , 
au  moyen  de  l'intersection  de  deux  hyperboles 
confocales ,  c'est-à-dire  qui  ont  un  foyer  en 
commun  ;  et  cette  intersection  est  ramenée  à 
celle  de  deux  droites ^  nommées  directrices;  ce 
qui  dispense  de  construire  le&  courbés.  Pïous 
avons  donné  d'abord  la  inéthode  du  géomètre 
anglais ,  et  ensuite  celle  de  Viète ,  qui  a  été 
très  simplifiée  par  nntroducfioti.des  axes  radi- 
caux. Ces  nouveaux  procédés ,  dus  à  M.  Gau- 
tier, ont  gagné  en  clarté  par  l'expofiitîon  qu'en 
a  donnée  un  anonyme  dans  le  receuti  de 
M.  Gergonne.  Il  considère  Taxe  radieal  comme 
un  ligne  à  la  fois  homologue  aux  deux  polaires 
de  deux  cercles,  par  rapport  à  un  troisiènrte  qui 
les  touche;  nous  avons  suivi  la  même  marche,  et 
nous  l'avons  conservée  même  pour  lescas  parti* 
cuHers  où  les  cercles  se  réduisent  à  des  pomts  on 
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deviennent  des  droites.  Lorsqu'il  existé  des 
tangentes  communes,  la  ligne  disomologue  di- 
vise évidemment  ces  tangentes  en  parties  éga- 
les, puisqu'elle  jouit  de  la  propriété  énoncée 
(  i68).  Ainsi,  on  a  mené  la  disooK)logue  XN 
par  les  milieux  des  tangentes  communes,  LL, 
JK.K,  et  YN  par  les  milieux  des  tangentes  com- 
munes Ss'"  ,  RV".  (  2^/^.73.)  Dans  la^g".  ^4  > 
le  cercle  C"  se  change  en  droite,  et  la  disomolo- 
gue  de  C"  et  de  C  se  confond  avec  la  droite  5  car 
(Jig'  7îî),  lorsque  CI  devient  infini,  le 
cercle  G  se  confond  avec  sa  tangente  ZIX,  et 
le  point  X,  intersection  des  deux  tangentes 
Zx ,  YX ,  restera  toujours  sur  la  première 
de  ces  droites. 

Le  procédé  de  Newton  est  applicable  aux 
surfaces  de  révolution  du  second  degré  et  can^ 
locales  et  sert  à  construire  le  centre  de  la  sphèrç 
tangente  à  quatre  sphères  données  ;  les  direc- 
trices sont  remplacées  par  des  plans  directeurs; 
problème  résolu  pour  la  premières  Ibis-  par 
Fermât. 

Nous  allons  donner  quelques  formules  rela- 
tives aux  contacts  des  cercles  : 

Notation. 

K',  R",  R"  =  rayons  de  trois  cercles  donnés. 
Il  =  rayon  d'un  cercle  tangent  aux  trois  j 

X  y  y  yx'\y^' ,aî^\y" ,  coordonnées  des  trois 
centres  donnés , 

v!'[,^"',  coordonnées  du  centre  de  similitude 


extérieur  des  cercles 

R'  et  R  " , 

w",  »/' 

id. 

R'  et  R'" , 

m',/ 

id. 

R"etR"', 
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X,  Y.  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
trois  disomoIogue&  (axes  radicaux). 
X'+Y»  =  Z» 

L'origine  est  fixée  au  cestre  du  cercle  qui 
passe  par  les  trois  centres  donnés;  les  axes 
sont  rectangulaires. 

Soient 

R'—B."  =  d" 
R"_R"'  =  ^ 
R'"— R'=  d' 

R'»_R"«=r'» 

R"»_R"'»=:3"» 
R'"._R'._3".     , 

M^yd+y'd'+yd" 

îi=j/8''+x"S"'+x"'3"" 

n'=ys''+y'r'+y"s"'' 

S=:le  double  de  l'aire  du' triangle  ayant  pour 
sommets  les  trois  centres  donnes , 

on  aura 

d+d'+d"=o 
S''+S"'+3""  =  o 
R'<f+RV+R"'rf"'=o 
MN'— M'N=rf'V*f'S 

af*+y'=x"'-fy"  =±:x""+y"*=/^ 

RV— R'V 


«'"= 


d" 


-      d" 

R"'y— RV 


u"= 


d' 


R'y-Ry 

'^  -         d' 
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,     R"x"'— R"'ar' 

"= d. 

RV"— R"V' 

^j/ + if' V'' + rf"  V"  =: — M' 
]\l(j)^— i/)  =  M'(x— a');  [A]  équation  delà 
droite  ()ui  contient  les  ti'ois  centres  de  simili- 
tude extérieurs. 

En  changeant  successivement  le  signe  de  R', 
R",  R'",  on  obtient  les  équations  des  droites 
relatives  aux  centres  de  similitude  intérieurs. 

2®  Lignes  disomologues  (axes  radicaux). 

2x(:c'— Jc")  +  2^(/— y")  +  d^'''  =  o. 
relative  aux  cercles  R',  R", 

relative  aux  cercles  R',  R'", 

relative  aux  cercles  R",  R'", 
X=— 

25 

Y=:-- 

25 

3<>.  Cercle  de  contact.  * 

Le  centre  du  cercle  tangent  qui  enveloppe 
les  trois  cercles  donnés  est  sur  la  droite,  qui 
a  pour  équation  'iM'y-{''Mx^dd'd!"  \  [B]. 

I**  Si  le  cercle  tangent  laisse  les  trois  cer- 
cles en  dehors ,  il  suffit  de  prendre  négative- 
ment R',  R",  W"  ;  alors ^',  d\  d\  M,  »r  chan^ 
gent  de  signe  et  l'équation  [A]  reste  la  même  : 
doDC  cette  droite  passe  par  les  centres  de 
deux  cercles  de  contacts. 
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2.^  Les  valeurs  de  X  et  de  Y  «atisfont  à  Té- 
quatioQ  [B];  donc  cette  droite  passe  par  le 
point  de  rencontre  des  trois  lignes  disomo- 
logues. 

3°  Les  deux  droites  données  par  les  équa- 
tions [A]  et  [6]  sont  perpendiculaires.  Quatre 
droites  correspondent  à  l'équation  [A]  ;  il  y  en 
a  autant  pour  (B)  ;  or  chacune  de  ces  dernières 
contient  deux  centres  ;  il  y  a  donc  en  général 
huit  solutions. 

4°  Rayon  du  cercle  de  contact. 

Ce  rayon  est  donné  par  Téquation 
PR»  +  QR+T  =  o 

Q=2S[M(y— Y)  — M'(j:'^X)  +  R'S], 
T=S*[Z*+r*  — R'»  — Z  (o/Y+yX)), 

5°  Coordonnées  du  centre  du  cercle  de  tan- 
gent et  le  point  de  contact. 

Sx=MR+SX, 

S^  =  _M'R+SY, 

X,  y;  cordonnées  du  centre  du  cercle  tangent. 

Soient  G  le  centre  du  cercle  R'^  C  le  centre 
du  cercle  R  cherché,  I  le  point  de  contact, 
de  sorte  que  GIC .  est  une  droite ,  O  point 
d'intersection  des  trois  disomologues  ;  L  point 
d'intersection  de  la  droite  01  avec  la  parallèle 
à  la  droite  CO,  menée  par  G';  on  à  évidem- 

Cl      CI 

CI     \/(x^xr+(r-~rr 

Mais     gg  =  — g = 
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et  Cl  =  R',  donc  CL  est  connu;  l'intersection 
OL  avec  le  cercle  C  donne  les  deux  points  de 
contact.  Cette  analyse  et,  les  méthodes  géomé- 
triques £;énérales  sont  en  défaut  lorsaue  les 
centres  des  cercles  donnés  sont  en  ligne  droite; 
ce  cas  particulier  est  facile  à  traiter  directe- 
ment; par  un  changement  de  coordonnées,  on 
poun*a)t  aussi  déduire  ces  solutions  des  formules 
générales. 

Le  même  genre  d'analyse  peut  s'étendre  à 
quatre  sphères;  voir  journal  de  l'école  Poly- 
technique ; 

NoTB  lo.  Page  iqS. 
Exerciceê  de  trigonométrie  plane, 

PREBflEA   EltEVPLE. 

AC=8oo, 
BC  =  320, 
ABC=!i28o4';ona 
BAC  =  i8°2i' 

DEUXIÈME  ILXEUPI.S. 

AC=8oo, 
AB  =  563, 
BC  =  320  ,•  on  a 

ABC=i28'>4'. 

Trigonométrie  sphérique^  —  Analogies  dé 

Néper. 

tang.  { (  A+.B)  2»  cot.  ^  C.  cos.  f(tf  —  ft) 

COS.  -i[a-\'b) 
tang.  I  ( A*—  B )  =* cot.  ^ C, sin,\ [a—h) 

sin.  f  (a+^) 


À 
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Note  ii,  Page  201. 

1°  Faisant  R=  i  ;  on  a 
2B  — 2A  =  Q  — Pcos.^C, 

or  la  différence  2B  —  2 A  peut  devenir  plus  pe- 
tite qu'aucune  quztntité  donnée;  donc  aussi 
et  k  fortiori  Q — P. 

2®  Lorsque  C  surpasse  9804'  on  a  7  (  A  4'B) 
^  A";  et  TT  est  plus  près  de  A  que  de  B;  mais 
lorsque  C  est  moindre  que  98®  4'  alors  7  (xA*+»  B) 
<  A"  et  TT  est  plus  près  de  B  que  de  A;  lorsque 
C=98°4';  on  a  à  très-peu  près  j  (  A+B  )  =  A". 

3®  L'arc  de  56°  34'  5o"  divise  à  très-peu  près 
en  deux  parties  équivalentes  l'aire  du  trapèze 
formé  par  le  sinus,  le  sinus- verse,  la  tangente 
et  le  prolongement  de  la  sécante. 

40  On  a  A+B  =  7  Q  +  jP  cos.  \  C  ;  or  le  pre- 
mier membre  va  toujours  en  croissant  et  à 
fortiori  ^Q-hjP  ;  tt  est  généralement  plus  près 
de  B  que  de  A  $  il  est  donc  aussi  plus  près  de 
Q  que  de  P. 

Méthode  des  aires  équivalentes  pour  trou^^eris. 

Soit  A = aire  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés, 
R  =  rayon  du  cercle  circonscrit, 
r  =  id.  inscrit,  .  ' 

B  =  aire  d'un  polygone  régulier  de  2it  côtés 

équivalent  à  A. 
R'  =  rayon  du  cercle  circonscrit , 
r'  =  id,  inscrit , 

on  aura  j  r  =  R  cos.  ~  C , 
A  =  i7iR'»sin.C, 
B  =  nR'"sin.  iC 
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B  ='A  ;  d'où 

H — r  = — ===:  ;  a  ou 

2  V/Rr+  V^2r(R+r) 

R  — r^* 

V 

Cette  méthode  d'approximation  est  plus 
prompte  que  celle  des  polygones  inscrits  et 
circonscrits  de  Jacques  Grégory. 

Méthode  des  périmètres  équwalens  (Schwab). 

P  =  périmètre  d'un  polygone  régulier  de  n  cô- 
tés; R ,  r  comme  ci-dessus  , 
B  =  périmètre  d'un  polygone  régulier  de  2  « 

côtés;  R',  r,- comme  ci-dessus. 
B  =  P; 

2»  Rsin.7C=4wB.'sin.  ^C 
Rcos.^C=R'; 

r  ^  R+r      r'* 

COS.  I C  =  ^5  cos.iC=^,;  <»s'|C  =  ^  =  ^ 

R+r 


1'  = 
R'—X  (R+r) 


R— ■'■       2(R4-r+k2R(R  +  r) 

R'— / 


;  de  là 


R—r 

.Toutes  ce^  méthodes  exigent  une  suite  de 
moyennes  proportionnelles  arithmétiques  et 
géométriques. 

M.   Schwab,  mort  à  Nancy,  en  18 iS,  est 

38 
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Soient  AB ,  BC ,  CD  ,  DE  ,  etc. ,  les  côtés 
consécutifs  d'une  portion  de  polygone  gauche, 
c'est-à-dire  dont  trois  côtés  consécutifs  ne  sont 
pas  dans  un  même  plan  ;  et  soit  de  même 
A'  B'  C  D'  F ,  une  portion  d'un  autre  poly- 
gone gauche  ;  pou;*  trouver  la  plus  courte  dis- 
tance de  ces  deux  polygones ,  il  faut  d'abord 
combiner  successivement  le  côté  AB  avec 
chacun  des  côtés  AB',  B'C,  CD',  etc.  du  second 
polygone,  et  chercher  leurs  plus  courtes  dis- 
tances, et  rejeter  celles  dont  les  points  tom- 
bent sur  les  prolongemens  des  côtés ,  et  pren- 
dre la  plus  courte  de  toutes  les  autres  ;  ensuite 
on  combinera  de  même  BC ,  successivement 
avec  tous  les  côtés  du  second  polygone ,  et 
on  choisira  la  plus  courte  de  ces  plus  courtes 
distances  partielles;   de   là  on   conclut    que 

f)our  trouver  la  plus  courte  distiance  des  deux 
ignés  courbes ,  il  faut  chercher  toutes  les 
distances  qui  sont  à  la  fois  perpendiculaires 
aux  tangentes  qui  passent  aux  intersection  de 
ces  distances  avec  les  courbes,  et  prendre 
ensuite  la  plus  courte  de  ces  distances. 

On  démontre  de  même  que  pour  trouver  le 
plus  court  chemin  d'une  surface  à  une  autre , 
il  faut  chercher  les  distances  qui  sont  à  la  fois 
perpendiculaires  aux  plans  tan^^ens  qui  passent 
par  les  points  d'intersection  de  ces  distances 
avec  les  surfaces ,  et  prendre  la  plus  courte 
de  ces  distances. 

Le  plus  court  chemin  pour  aller  d'une  ligne 
à  une  Surface  est  mesuré  sur  une  droite  nor- 
male à  la  ligne  et  à  la  surface. 

Lorsque  les  lignes  ou  les  surfaces  présentent 
à  la  fois  Tune  à  l'autre  des  parties  concaves  et 
convexes ,  les  lignes  normales  mesurent  tantôt 


NOTES.  449 

les  plus  courtes  distances  de  la  concavité  à  la 
concavité,  de  la  convexité  à  la  convexité,  de  la 
concavité  à  Ja  convexité,  etc.  Il  est  aisé  de 
vérifier  ces  résultats  sur  les  droites,  les  pl^ns^ 
les  cercles  et  les  sphères. 

On  peut  déduire  de  ceci  une  nouvelle 
expression  pour  le  volume  de  la  pyramide 
triangulaire  :  soient  comme  ci-dessus  : 

£  et  F  deux  points  situés  sur  la  droite  A  et 
F,  F  id.  B 

ces  quatre  points  peuvent  ébi*e  considérés 
comme  les  sommets  d'un  tétraèdre  :  soit  CD 
la  plus  courte  distance  des  deux  droites  A  et 
£^  le  volume  du  tétraèdre  est  évidemment  égal 
au  volume  du  tétraèdre  E  C  E'  F'  plus  celui 
du  tétraèdre  FCE'F. 

La  base  commune  à  ces  deux  tétraèdres  a 
pour  aire  ~  CD.  E'F'  ;  la  hauteur  du  premier 
est  égale  à  £C  multiplié  par  le  sinus  de  Tangle 
que  fait  cette  droite  avec  la  base  CET'  ;  angle 
qui  est  évidemment  égal  à  celui  que  fait  EC  ou 
EF  avec  CET';  de  là  on  conclut  facilement 
que  le  volume  d'un  tétraèdre  quelconque  est 
cgal  au  sixième  du  produit  de  deux  arêtes 
opposées  par  le  sinus  de  leur  angle  et  par 
leur  plus  courte  distance . 

Note  i4  {bis) ,  Page  256. 

Camper ,  dans  une  dissertation  très  curieuse 
publiée  sur  les  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  une  bonne  chaussure  ,  parait  avoir 
été  le  premier  qui  ait  fait  sentir  l'inconvénient 
de  faire  les  deux  souliers,  de  droite  et  de 
gauche ,  sur  une  même  forme  ;  et ,  par  consé- 
quent égaux  par  superposition  ;  tandis  que 
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les  deux  pieds  sotit^gaux  par  symétrie.  Cette 
différence  est*  plus  sensible  entre  les  deux 
mains  j  tout  le  monde  sait  que  le  gant  de 
droite  ne  peut  entrer  dans  le  gant  de  gauche. 
La  dissertation  de  Camper  est  jointe  à  la 
tradocftion  donnée  eu  1791  ^  par  Jansen  ,  de  la 
dissertation  du  même  auteur  «or  Us  variétés 
de  la  physionomie  humaine. 

Note  i5,  Page  271. 

La  méthode  de  Caivalleri,  dite  dea(  indivisi- 
bles, est  une  application  tacite  de  ces  prin- 
cipes ;  c'est  Wallîs ,  un  des  génies  les  plus  ex- 
traordinaires d'un  siècle  si  fécond  en  hommes 
de  génie ,  c'est  cet  illustre  géomètre  qui  a  le 
premier  énoncé  ces  principes  dans  un  ouvrage 
dû  l'on  trouve  les  applications  du  calctil  inté- 
gral ,  avant  Teiistence  de  ce  ealcuf  :  pour  éva- 
luer les  aires,  il  compare  dos  surfaces  courbes 
à  de»  triangles  ;  p*e.  les  conoïdes  aux  triangles 
(Prop.  3  et  4)  J  de  même  pour  les  volumes  ; 
voici  le  titre  de  son  ouvrage  :  JohannU  JVaU 
lisii  SS.  Th.  D.  geometriœ professons  sai^i- 
liant  in    celeberrima  academia   oxoniensi, 
arithmetica  infinitorum ,  sive  noi*a  methodus 
inquirendi  in  curvilineorum  quadraturam , 
aliaque  difficiliora  matheseos  problematasj 
Oxoniiy  anno  i656.  £/i-4.  Wallis  avait  connais- 
sance de  la  méthode  du  professeur  de  Bologne. 
Yoici.  ce  qu'il  en  dit-*  Eoceunte  anno    i65o 
incidiin  Torricelliiscripta  malkematica{quœ, 
ut  per  alia  negotia  licuit ,   anno  sequente 
i65i  evohi)  ubi  inter  aJLia,  Cavallerii  geo-- 
nietriam  indii^isibilium  exponit,  Cavallerium 
'"''um  nec  admanwn  habui  ei  apud  biblio-* 


polas  aliquolies  frustra  quœswL  (Prcef.)  L'ou- 
vrage de  Cavalleri  est  de  i635,  voici  le  litre.  ' 
Geometria    indwisilibus  continuorum  nova 
quadam  ratione  promota;  voi.  in-4* 

Note  i6  ,  Page  2g3. 

La  (quadrature  d*un  coue  ciiTulaire  oblique 
dépend  en  général  de  celte  d'une  courbe  du 
troii»ième  degré;  lorsque  le  cône  est  droit  e| 
ellipticfue  ,  sa  quadrature  dépend  d'un  arc 
d  ellipse  et  dans  certains  cas  d'un  arc  de,cer^ 
oies.  (  D'Alembert.  opuscul.  inathémat,  tome  i, 
page  QiS^);  et  Legendre,  fonctions  elliptiques, 
tome  lypage  3^9  • 

La  quadrature  revient  à  celle  du  cercle  , 
lorsque  le  cône  ayant  pour  base  une  ellipse 
fait  partie  d'un  cône  circulaire  droit.  En  effet , 
soit  une  pyramide  régulière  coupée  par  un 
plan  oblique  à  l'égard  de  l'aie,  Taire  de  la 
surface  convexe  delà  pyramide  retranchée  est 
évidemment  égale  au  volume  de  cette  pyramide 
divisé  par  le  tiers  de  la  distance  d'une  quel- 
conque des  faces  au  point  où  Taxe  rencontre 
le  plan  coupant;  il  en  est  de  même  pour  le 
cône.  La  proposition  est  de  Barrow.  On  la 
trouve  dans  ses  Lecdones  geometricœ. 

Note  i8,  Page  3i3. 

Albert  Girard  est  le  premier  qui  ait  indiqué 
l'aire  du  triangle  sphérique  rectangle.  Elle  est 
consignée  dans  une  brochure  très  rare  et  in- 
titulée, IfUfention  nouvelle  en  algèbre,  162g; 
il  prend  le  titre  de  Samielois ,  probablement  de 
St.-Mihel ,  dans  le  départen.ent  des  Vosges. 
Sa  démonstration  est  très-mauvaise  et  à  peu 
près  inintelligible.  Mais  c'est  au  P.  Bonaven- 
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ture  Cavalléri,  jésuate  italien  (a),  professeur 
d'astronomie  à  Bologne ,  et  dont  il  a  été  ques- 
tion dans  la  note  i6,  qu'on  doit  vraiment  la 
connaissance  de  l'aire  au  triangle  sphérique  ; 
il  ne  connaissait  pas  le  théorème  d'Albert  Gi- 
rard; plaçant  la  célèbre  proposition  dans  le  der- 
nier ctiapitre  de  son  ouvrage,  il  en  donne  cette 
singjalière  raison  :  «  Illudque,  hocpostremo  ca- 
pite  non  incongrue  fuit  resenfanaum ,  quo  su- 
blatis  dapibus  quibus  in  mensa  communiter 
vesci  consuescimus,  his  exempta  James,  nova 
hoc  cibo  restituta,  fam,elici  potius  quam  saturi 
ab  astronomie  a  m^ns  a  discedamus.^  L'abbé 
de  Gua  y  à  qui  nous  empruntons  le  sujet  de 
cette  notej  remarque  avec'raison  qu'il  faut  lire 
exemptafame  (mém.  de  l'Académie  des  sciences 
de  Paris,  1^83).  De  Gua  donne  aussi  le  moyen 
de  trouver  cette  aire  par  le  calcul  intégrai. 

Note  19,  Page  324. 

Corps  réguliers. 

Désignons  le  tétraèdre  par  la  lettre  initiale  T , 
octaèdre  O , 

icosaèdre  I  » 

hexaèdre  ou  cube  H, 

dodécaèdre  D. 

Soient  R  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite , 
et  posons  R  =  i , 
G  le  coté  d'un  quelconque  des  corps 

réguliers , 
A  Taire  d'une  face , 
r  le  rayon   du  cercle   circonscrit  à 

cette  face, 
S  la  solidité  du  corps. 
On  aura  ces  valeurs  : 

(a)  L'ordre  desjésuates  est  différent  de  celui  des  jésuites. 
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a^  C. 

*^J  ^  y  |-=  1,632993 

v/  10—2^/5- 

?î Ti: =r,o5i462 

Hj — -1:  =  1,154701 

—  i  +  i/5" 

»;- — -^— =o,7i3644, 

V/3 

2°.    A. 

T;—-z  =  1,154701 
V/3 

^'  -^  =  0,866025 
.  2 

3  (5- v/5) 

I; ——rp—  =  0,478727 
10  V/3 

H  ;^— ,333333 
o 


Dj  ^^1^  10—2  1/5  =  0,876218 
6 

30  r. 

-,  2  v/^ 

T,—r—  =  0,942809 
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\    /    lO— 2|/5" 


^ — =0,607062 

H j\/j=x  0,816496 

ï^î  V/  ■  =0,607062 

4'>  s. 

T  ;  —  =  o,5i32oo 
O;  1=1.333333    ^ 


I  j  ^  (/^lo  H-a K5  =  2,536i5o 
3 

Q 

H; =  1,539600 

3J/3 

3i/r 


Lorsque  R  n'est  pas  égal  à  l'unité ,  il  faudra 
multiplier  les  valeurs  de  C  et  de  r  par  R  ;  celles 
de  A  par  R^ ,  et  celUs  de  S  par  R^. 

Noté  20,  Page  344- 

En  donnant  plus  d'extension  à  l'acception 
du  mot  projection,  on  peut  ,  au  lieu  de 
prendre  un  plan  pour  surface  de  projection  , 
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choisir  une  surface  quelconque;  la  projectioa 
d'une  ligne  sur  cette  surface  sera  alors  linter- 
section  de  cette  surface  avec  le  cône  qui  a  la 
ligne  donnée  pour  directrice  ,  et  i:iî  point  fixe 
pour  sommet.  Par  exemple,  si  on  prend  la 
sphère  pour  surface  de  projection ,  et  son 
centre  pour  sommet  ,  les  droites  se  pro- 
jetteront sur  cette  sphère,  suivant  des  arcs 
de  grands  cercles  ;  et  toutes  les  propriétés  dé- 
montrées sur  des  droites  dans  un  même 
pian ,  peuvent  ainsi  se  transporter  sur  U 
sphère  ;  il  en  est  c)e  même  des  propriétés  des 
segmens  :  en  effet,  supposons  qu'il  existe  une 
relation  donnée  entre  les  segmens  formés  sur 
les  côtés  d'un  poljgone  ;  chaque  segment  est 
égal  à  la  moitié  du  produit  des  rayons  qui 
aboutissent  à  ses  extrémités  y  multiplié  par  le 
sinus  de  l'angle  que  font  ces  rayons  et  divisé 
par  la  distance  du  sommet  fixe  au  segment  ;  si 
en  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation',  les 
rayons  et  les  distances  disparaissent ,  alors  on 
aura  une  relation  entre  les  sinus  des  angles; 
or ,  oes  angle  sont  mesures  par  les  côtés  du 
polygone  sphérique,  qui  est  la  projection  du 
polygone  rectiligne  :  on  aura  donc  une  rela- 
tion entre  les  sinus  des  segmens  du  polygone 
sphérique  ;  c'est  ainsi  qu'on  démontre  que  les 
relations  (p.  1 17)  ont  également  lieu  pour  un 
triangle  sphérique  ;  mais ,  au  lieu  des  segmens, 
il  faut  prendre  leurs  sinus. 

Note  21,  Page  870. 

L'application  de  la  théorie  générale  des 
'équations  à  la  recherche  des  lignes  et  des  sur- 
faces a  été  commencée  par  Descartes  ^  ensuite  i 


^^  KOTES. 

à  l'aide  des  relations  découvertes  par  Newton 
entre  les  coefficiens  et  les  racines  IséquTtiZ' 

fhod^  IT'""'^'''^"^''*  perfectionnés: 
thode  de  Descartes ,  qui  a  encore  pris  une  gran 
de  ex  ension  par  les  travaux   des  géomltres 
cites  dans  le  texte.  Nous  croyons  utile  Sdi 

servir  a  démontrer  les  autres  ;  quelouefoi» 
nous  indiquerons  succincteaient'irmaiche  à 
suivre.  Jl  ne  s'agit  ici  que  de  courbes  et  de 
surfaces  algébriques  ,  ou  ce  qui  revfent  în 
même,  de  celles  qui  sont  rencontrées  S  une 
droite  en  un  nomtre  fini  de  points 

i»   Le  degré  de  l'équation   d'une  liane  ou 

d  anesur  aceàcoordonnéesparallèlesnechan»^ 
pas  en  déplaçant  l'origine  f  en  changeant  l!! 
directions  des  axes  Ses  coordonnée  ou  in 
projetant  les  lignes  coniquement  sur  un  pkn 
a».  L'équation  général!  d'une  ligne  du  Eé 
m  renferme  ('^'  +  'H"»+a)  _^^m(m+3) 

coefficiens  ;  celle  d'une  surface  contient* 

i.a.3       -' — 77rr~^^^ 

coefficiens.  Les  lignes  et  les  surfaces  sont  dé- 
terminées par  auunt  de  conditions  indJiZl' 
^««^.queleurséquationsrenferm/nîdtS: 

Lorsque  m  surpasse  3 ,  on  a  m^'^^"^+^) 

cependant  on  peut  trouver  «2  point  jL  i  ' 

quel  passent  deux  lignes  de  l'orSrè  L^i^ 

es  points  ne  peuven?  être  pris  au  hidTus 


sont  assujettis  à  certaines  conditions  ;  lors> 
qu'elles  sont  remplies ,  on  peut  faire  passer 

Par  les  mêmes  points  une  infinité  de  lignes  de 
ordre  m  ;  mais  m?"  4-  i  points ,  déterminent 
complètement  la  ligne  de  degré /w. 

3°.  Le  degré  de  \ équation  polaire,  d'une 
ligne  et  d'une  surface ,  considéré  relativement 
au  rayon  vecteur ,  est  le  même  que  celui  de 
l'équation  à  coordonnées  parallèles  ;  ce  degré 
ne  change  pas  en  déplaçant  le  pôle ,  les  axes 
ou  les  plans  fixes ,  à  partir  desquels  on  compte 
les  angles. 

^  L'équation  d'une  ligue  ou  d'une  surface 
d'un  degré  mn  peut,  pour  certaines  relations 

I)articulières  entre  les  coefficiens ,  représenter 
e  système  de  m  lignes  ou  surfaces  du  degré  n 
ou  de  n  lignes  de  Tordre  m ,  et  par  conséquent 
une  équation  du  degré  z?  peut,  dans  certains 
cas ,  représenter  le  système  de/?  droites  ou  de 
p  plans  ;  et  réciproquement ,  un  système  à&p 
droites  ou  de  z;  plans  représente  une  ligne  ou 
une  surface  dfu  degré/? ,  et  toutes  les  propriétés 
de  cette  ligne  appartiennent  au  système. 

5°  Deux  lignes ,  l'une  du  degré  m  et  l'autre' 
du  degré  n ,  ne  peuvent  avoir  plus  de  mn 
points  en  commun  ;  les  abcisses  des  points  d'in- 
tersection sont  les  racines  d'une  équation  du 
degré  mn.  Il  en  est  de  même  des  ordonnées. 
Les  fonctions  symétriques  des  racines  étant 
toujours  réelles,  il  s'ensuit  qu'on  peut  con- 
struire ces  fonctions,  lors  même  que  des  racines 
deviennent  imaginaires  et  répondent  à  des  in- 
tersections devenues  impossibles. 

6°  Si  on  multiplie    dans    l'équation  d'une 
ligne  du  degré  m  les  termes  de  puissance  m 


1 
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par  l'unité,  ceux  de  puissance  m  —  i  par  une 
quantité  donnée  s,  ceux  de  puissance  m — a 
par  5* ,  de  puissance  m  —  3  pai*  ^ ,  et  ainsi  de 
suite,  on  aura  l'équation  d'une  ligne  semblable 
à  la  ligne  donnée,  semblablement  placée  et 
ayant  Torigine  des  coordonnées  pour  centre 
de  similituae.  Faisant  5  =  0  l'équation  se  ré- 
duit aux  termes  de  puissance  m\  elle  représente 
dans  le  cas  général  ou  un  système  de  droites 
asymptotes,  ou  parallèles  aux  asymptotes,  ou 
un  système  de  points  isolés.  Ainsi,  la  ligne 
n'a  jamais  plus  de  m  asymptotes. 

Et  par  conséquent  il  existe  toujours  une 
relation  constante  entre  les  termes  de 
puissance  m  et  certaines  ligaes  trigooomé- 
ti'iques  de  l'angle  des  axes. 

Ainsi  dans  les  lignes  du  second  degré  est  une 
quantité  constante,  quel  que  (B^ — 4  ^C)  sin.^ 
soit  l'angle  7  des  axes.  (A+G — Bcos.y)^ 

S'il  s'agit  d'une  surface  ,  les  termes  du  degré 
m  représentent ,  s'il  y  a  lieu ,  une  surface  co- 
nique asymptotique  ou  parallèle  à  cette 
surface. 

7°  Une  ligne  quelconque  du  degré  n  étant 
coupée  par  un  système  de  lignes  semblables 
du  dei^ré  m  ,  semblablement  placées  relative- 
ment à  l'origine  des  coordonnées  ,  qui  est  leur 
centre  de  similitude ,  si  l'on  élimine  l'ordonnée 
Xi  on  aura  une  équation  d'intersection  en  x 
du  degré  mn ,  dont  les  coeffiiciens  sont  des 
fonctions  des  (s).  Dans  les coefficiens  du  second 
terme  ,  s  ne  dépasse  pas  le  premier  degré  ; 
dans  le  coefficient  du  troisième  terme ,  ^ue 
dépasse  pas  le  second  degré ,  et  ainsi  de  suite. 
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Il  en  est  de  même  de  Féqttation  d'intersection 
en  y.  Or,  le  second  terme  d'une  équation 
étant  égal  à  la  somme  algébrique  des  racines , 
ces  sommes  varient  avec  les  lignes  coupantes. 
On  en  conclut  que  si  Ton  prend  pour  cnacune 
des  lignes  semblables  la  somme  des  abcisses  et 
la  tomme  des  ordonnées  des  points  d'intersec- 
tion ,  le  point  qui  aura  pour  coordonnées  ces 
deux  sommes  décrit  une  ligne  droite  ;  et  de  là 
aussi  le  point  de  moyenne  distance  ou  le  centre 
de  gravité  des  points  d'intersection  décrit  une 
ligne  droite. 

8*  Un  système  de  droites  parallèles ,  situées 
dans  un  même  plan ,  est  un  système  de  lignes 
semblables»  dont  le  centre  de  similitude  est 
dans  un  point  quelconque  du  plan.  Il  suit  de 
ce  qui  précède  que  lorsqu'une  ligne  est  cou- 
pée par  un  système  de  droites  parallèles ,  les 
centres  de  gravité  des  points  d'intersection  sont 
sur  une  même  droite. 

9°  Si  les  droites  coupantes  convergent  toutes 
vers  un  même  point ,  les  points  de  moyenne 
distance  inverse  par  rapport  à  ce  point  sont 
sur  une  même  droite  ,  car  les  sécantes  conver- 
gentes peuvent  être  considérées  comme  les 
Î)rojections  d'un  système  de  sécantes  paral- 
èles  \  et  le  point  de  moyenne  distance  in- 
verse est  alors  la  projection  du  centre  de 
gravité.  (Note  6.  )  Un  peut  démontrer  direc- 
tement la  propriété  des  sécantes  convergentes 
par  la  considération  que  le  quotient  du  coeffi- 
cient de  l'avant-dernier  terme  d'une  équation  , 
par  le  dernier  terme  ,  est  égal  à  la  somme  des 
racines  int^erses  ,  c'est-à-dire  à  la  somme  des 
raânes  élevées  chacune  à  la  puissance  —  i . 
lo*^  En  considérant  d'autres  fonctions  sy- 
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métriques,  on  trouverait  pour  chacune  des 

Propriétés  différentes  se  rapportant  aux  coor- 
onnées  des  points  d'intersection  ;  c'est  ainsi 
que  la  considération  du  dernier  terme  de  l'é- 
quation d'intersection ,  qui  est  le  produit  de 
toutes  les  racines,  donne  la  propriété  des 
segmens,  qu'on  a  démontrée  pour  les  courbes 
du  second  degré  (  p.  356  ] ,  et  qui  peut  se  gêné- 
raliser  pour  toutes  les  courbeâ. 

Comme  le  nombre  des  fonctions  symétriques 
est  infini ,  il  s'en  suit  que  les  propriétés  rela- 
tives aux  intersections  des  lignes  sont  inépui- 
sables. On  doit  dire  la  même  chose  des  inter- 
sections de  surfaces. 

11*^  Toutes  les  questions  relatives  fiux  con- 
tacts et  aux  osculations  des  ligues  dépendent 
d'équations  d'intersection  qui  ont  des  racines 
égales ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  elles  se 
résolvent  par  des  éliminations  entre  des  fonc- 
tions primitives  et  leurs  dérivées  de  divers  or- 
dres. Vv ,  1  équation  d'une  ligne  étant  du  degré 

m  en  jc  et  Y,  le  coefficient  diflPérentiel  -~-  est 

eux 

égal  à  une  fonction  du  degré  m  -^  i  divisée 

par  une  autre  fonction  (p  aussi  du  degi'é  m  —  i, 

et  le  coefficient  différentiel  de  l'ordre  n  est  égal  à 

une  fonction  du  degré  (an  —  i)  (m  —  i)  —  n 

4*  I  divisée  par  la  même  fonction  ç  élevée  à  la 

puissance  a  n — ij  de  là  on  conclut  que, 

ï^^  On  ne  peut  mener  plus  de  m  {m  —  i  ) 
tangentes,  parallèles  à  une  droite  donnée. 

i3°Par  un  point  donné  (j:',  j^'),on  ne  peut 
mener  plus  de  m  {m  —  i  )  tangentes  j  car  il  faut 

égaler  la  fonction  fractionnaire  -f-  à 


dx    X  —  jd 


"^""'^    — "■«     ^'l»»*'»»     l^Kl",^" 
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chassaut^  les  dénominateurs ,  on  obtient  une 
équation  du  degré  m,  qui  se  réduit  au  de- 
gré m  —  I  ;  car  les  termes  du  degré  m  sont 
égaux  à  ceux  du  même  ordre  de  Ja  proposée , 
multipliés  par  m  :  donc  tous  les  points  de 
contact  sont  sur  une  courbe  du  degré  m  —  i . 
L'intersection  de  cette  courbe  avec  la  propo- 
sée donnera  m  {m  —  i  )  points  de  contact. 

Cette  proposition  est  d'ailleurs  une  consé- 
quence de  la  précédente;  car  les  tangentes 
convergentes  sont  les  projections  de  tangentes 
parallèles. 

i4**  Une  ligne  du  degré  m  ne  saurait  avoir 
plus  de  m  [m — i)  (a/i — i)  points  où  les 
coefficiens  diflérentieis  de  l'ordre  n  soient 
égaux  à  une  quantité  donnée. 

i5**  Le  carré  du  rayon  osculateur  d'une 
ligne  plane  est  égal  à  une  fonction  des  coor- 
données du  degré  6  m  —  6  divisée  par  une 
fonction  du  degré  6  m  —  8 ,  et  les  coordonnées 
des  centres  de  courbures  sont  égales  à  des 
fonctions  du  degré  3  m  —  3  divisées  par  une 
fonction  du  degré  3  m —  4î  de  là  on  conclut 
que 

i6°  La  développée  ne  peut  dépasser  le  degré 
3  m  {m —  i). 

17°  Par  le  même  point  ne  peuvent  passer 
plus  de  m  (3  m  —  2  )  cercles  osculateurs  ^  ni 
plus  de  m^  normales.  , 

18**  Deux  lignes  de  degré  m  et  »  ne  peuvent 
avoir  pi  us  de  m  n  (m —  \)  (n  —  i  )  tangentes  com- 
munes ;  même  démonstration  que  pour  (i3°). 

19°  Si  d'un  point  A, situé  sur  une  ligne  du 
degré /7 ,  on  mène  des  tangentes  à  une  ligne  de 
l'ordre  m,  les  points  de  contact  sont  situés  s'  " 

39- 
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une  ligne  de  l'ordre  m  —  i  (  i3^.}  ;  f  ckaqoe 
position  du  point  A  répond  une  autre  courbe 
de  points  de  contact  ;  toutes  sont  tangentes  à 
une  courbe  du  degré  {m+p  —  a)'.  Dans  le 
cas  particulier  où/»  =33  i ,  celte  dernière  ligne 
se  réduit  à  (m  — •  i)^  points  par  lesquels 
passent  constamment  les  courbes  de  contact. 

Si  m  droite,  et  une  ligne  du  second  degré 
sont  situées  dans  un  même  plan;  si  ces  droites 
touchent  une  ligne  du  degré  n  ;  les  pôles  de 
ces  lignes  pris  par  rapport  à  la  courbe  du,  se- 
cond degré,  appartiennent  à  une  ligne  du 
degré  m. 

Ces  proposition  avec  leurs  réciproques  ren- 
ferment la  théorie  générale  àeê  pôles  et  po« 
laires. 

20*^  Si  d'un  point  fixe  on  mène  des   tan- 

S entes  à  un  système  de  courbes  semblables  du 
égré  m  et  semblablement  placées  ,  tous  les 
points  de  contact  sont  sur  une  même  courbe 
du  degré  m  {m  —  i  ). 

âi°  11  est  facile  d'étendre  ces  propositions 
aux  intersections  des  lignes  et  des  surfaces,  et 
des  surfaces  entre  elles. 

Une  ligne  plane  de  degré  m  tournant  autour 
d'une  droite  située  dans  son  plan  engendre 
une  surface  de  degré  2  m  ;  si  l'axe  de  rotation 
coupe  la  courbe  génératrice  en  deux  parties 
égales  et  symétriques,  la  surface  engendrée 
est  du  degré  m. 

22®  Tout  plan  coupe  une  surface  de  l'ordre 
m  suivant  une  ligne  du  même  degré  ;  si  l'équa- 
tion d'intersection  admet  un  facteur  rationnel 
linéaire ,  l'autre  facteur  sera  du  degré  m  —  i  : 
donc  tout  plan  passant  par  l'élément  rectiligne 
A  d'une  surfiice  réglée ,  U  coupe  suivant  une 
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Gourbè  plane  de  l'ordre  m  —  i  ;  sôit  I  le  point 
où  rélement  reetiligne  coupe  la  courbe,  la 
tangente  à  cette  courbe  en  I  sera  dans  le  plan 
tangent ,  qui  passe  aussi  par  la  droite  A  ;  mais 
cette  tangente  et  la  droite  A  sont  aussi  dans 
le  plan  sécant  :  donc  ce  plan  sécant  e&t  lui- 
même  tangent,  et  le  point  de  contact  est  enl; 
c'est  le  cas  des  surfaces  gauches.  Mais  si  la  droite 
A  est  tangente  à  la  courbe  en  I,  alors  le  plan 
tangent  ne  se  confond  plus  avec  le  plan  sé- 
cant ,  la  droite  A  est  une  droite  de  contact  : 
c'est  le  cas  des  surfaces  développables.  Pour 
avoir  le  plan  tangent,  il  faut  faire  une  seconde 
section,  qui  ne  passe  plus  par  la  droite  A, 
Au  poiht  où  elle  rencontre  cette  droite  on 
mène  une  tangente  à  cette  section  j  elle  dé- 
termine avec  la  droite  A  la  position  du  plan 
tangent  pour  tous  les  points  situés  sur  cette 
droite. 

NoTB  aa.  Page  34  i  • 

Cinq  conditions  suffisent  pour  déterminer 
une  section  conique:  dans  la  parabole,  on 
sait  que  le  centre  est  situé  à  l'infini  :  il  ne  faut 
donc  plus  que  quatre  conditions  pour  déter- 
miner une  parabole^  Ainsi ,  lorsqu'il  s'agit  de 
cette  courbe ,  on  n'a  besoin  que  de  quatre 
points  pour  résoudre  les  problèmes  des  pages 
339  et  341. 

NdTE  23,  Page  397. 

Sur  les  rayx>ns  Gt  lignes  de  courbures  des  sur- 
faces du  second  degré, 

I**  Dans  toute  ligne  du  second  degré  le  rayon 
de  courbure  en  un  point  quelconque  est  égal 
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au    carré    du  demi-diamètre   conjugué  à  ce 
point ,  divisé  par  leur  distance. 

2**  Dans  toule  surface  du  second  degré  le 
rayon  de  courbure  maximum  en  uii  point 
quelconque  est  égal  au  carré  du  demi-grand 
axe  principal  de  Ja  section  conjuguée  à  ce 
point ,  divisée  par  la  distance  du  point  au  plan 
de  section  ;  le  rayon  minimum  est  égal  au 
carré  du  demi-petit  axe  principal  de  cette  sec- 
tion divisée  par  la  même  distance. 

Il  faut  remarquer  que  le  rayon  minimum 
doit  s'entendre  dans  le  sens  algébrique  ,  et 
alors  les  quantités  négatives  sont  au-dessous 
de  zéro  j  c'est  par  le  signe  des  rayons  de  cour- 
bure qu'on  peut  juger  de  la  courbure, de  la 
surface ,  relativement  au  plan  tangent. 

3°  La  droite  qui,  par  un  point  de  la  sur- 
face ,  est  menée  parallèlement  au  grand  axe  du 
plan  conjugué  est  tangente  à  la  ligne  de 
moindre  courbure  en  ce  point;  et  celle  qui 
est  parallèle  au  petit  axe  est  tangente  à  la 
lig6e  de  plus  grande  courbure. 

4°  Bans  une  section  oblique  le  rayon  de 
courbure  est  la  projection  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  ayant  même  tan- 
gente; cette  propriété  existe  pour  une  sur- 
lace  quelconque. 

Ceci  est  extrait  des  développemens  de  géo- 
métrie de  M.  le  baron  C.  Dupin ,  l'ouvrage  le 
plus  remarquable  qu'on  ait  publié  sur  la  tlbéo- 
rie  des  contacts  et  des  courbures. 
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Note  24»  Page  358. 

Formules  pour   les    changemen$   de  coor^ 

données. 

Soient  M  et  A  deux  points  réunis  par  une 
ligne  brisée,  composée  de  deux  parties  désignées 
par  a:  et  ^  et  par  une  seconde  brisée  x  ety 
dans  le  même  plan  que  la  première  ;  menons 
dans  ce  pian  par  le  point  A ,  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  droite  X]  projetons  sur  cette 
perpendiculaire  les  deux  lignes  brisées ,  on 
aura  évidemment 

^sin.  [yj  j:)  =  n'sin.  (j:',a7)4-^'sin.  (^',  x) 
X  sin.  (^,  x)=zj(f  sin.  {x\  y)  +/  sin.  (/,  y) 
y ,  X  désigne  l'angle  que  font  les  droites  y  et 
X  et  ainsi  des  autres. 

Soient  M  et  A  réunies  par  une  ligne  brisée  gau- 
che en  trois  parties  x^  y,  z,  et  par  une  seconde 
ligne  brisée  gauche  j/, y,  z';  par  le  point  A,  me- 
nons au  plan  passant  par  xety,  une  perpendicu- 
laire et  projetons  sur  cette  perpenaiculaire 
les  lignes  nrisées ,  on  aura 

z  sin.  (z,  xy)  =  x'  sin.  Çx' ,  xy)  +y  sin. 
(V»  •^^) +2;' sin.  (z',  j:^) 

et  par  analogie 
ysiD.  {y,  xz)  =  a:'sin.  (j/,  j:z)+y  sin. 

(y ,  xz)  +  z'  sin.  [J  \xz) 

jcsio.  [x,yz)  =  j/sin.  (a7',j^z)+y  sin. 

(y^z) +  z' sin.  (z',^z) 

z ,  xy  désigne  Tangle  que  fait  la  droite  z  avec 

le  plan  xy  et  ainsi  des  autres. 

Telles  sont  les  formules  pour  les  coordon- 
nées parallèles,,  on  en  conclut  facilement  celles 
qui  sont  relatives  aux  coordonnées  polaires} 
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TOISBS-CABB^ESy   tÔISES-PISDSy    TOISES-POUCES. 


o,ooa7 
o,oo54 

0)00091 

d,oi35 

0,0191 
0,0218 
0,024^ 

,0646 

o,i638 
0,1911 

o«24S?  I 
0*2730  I 
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TABLE  5. 


SYSTÈME  DES  MESURES  MÉTRIQUES  DE  PRAVCE. 


MESURES  LIHEAIRES. 


1000  KET&ES. 

on 

KILOMkT&B. 


PIEDS  LINEAIRES. 


3o28^44422222. 


5 1 3,07400000 


MESURES  DE  SUPERFICIE. 


]00  ARES 

on 

»  HECTAHR. 


PXBD8  CAaais. 


94768^17464000 


TOISES  CARREES. 


a63a,449^^^^& 


MESURES  DE  CAPACITE. 


lOOLITlBS 

on 

BECTOLITRB. 


POVCES  CUBES-     I      PIEDS   CUBES. 


5o4i, 24160007   I       ,91788518 


MESURES   DE  POIDS. 


1000    «*AKMEslp„DS  CUBES  D'EAU.itIVI 
I  KILOGRAMME.    I        Ô04ia4l600       |  ~ 


LIVRES  DB  M  ARCS 


oia35a6A  1 


TABbE  6. 
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LOGARITHMES  CONSTANS  POUR  CONVERTIR 


Degrés.   . 

Minutes. 

Secondes. 


Henres.  . 
Minutes  . 
Secondes^ 


EN   G&ÀDBS  LES 


0,04575,74906 

8,26760,02402 

6,48945,49899 


EN  DiciUALBS  DU 
JOUE     LES 


9,61978,87583 

5,06348,62575 


Toises  . 
Pieds.  . 
Pouces . 
Lignes . 


Livres  

Onces  ....  y 

Gros 

Grains 


EN  MÎSTEBS  LES 


0,28981, 

9, 5 1 166 
8,43248 
7,3533o 


EN   GEAMMES  LES 


LES   GEADES^Eir 


9.95424»25o94 

1,73239,37598 

3,5io54i5oioi 


LES    DiciUALES 
])U   JOVR   EN 


0,38021,12417 

2,15836,24921 
4,93651,37425 


2,68075,00199 

i,48563,8o372 
o,58a54,8o5o3  s^t^^yn*'» 
8,72521,55538  |  1,27478, 


LES  METRES  BN 


9,71018,00073 
0,48833,12576 

i,5675i,25o37 
2,64669,37497 


LES  GEAMMES    EN 


7,3lOÎ 


7,^X02^,19801 
8,51436,19628 

9,41 745,  i§4§7 


4f4  TABLE  7, 

RELATIYB  A   ti   tlkéb^FéREACB. 

U.^JK^'if^oAj^mcè  âù  cercle  exprimée 
en  parties  du  raron. 

ri=±3,i4i5926S35ë97932âë46264^4i  «te. 
i-S  »,3î8îo9885î8^§o"657iS52925,  etc. 

I  né:  I|i7^é|09tf67^9li66ip23i3ai7,  eto. 
I  n  ==  0,497 14987^41^38543513,  etc« 

Xo^ari7^me«.....<|i—  =:9,5oa85oii27lo5866i456587,  ele. 

l:^nsa««i#Si)99^7^3oi5ft699t%9^ele. 

m  kz  o^iaijAWi9o3k5i9i9$5jiaS^  de. 
•^^  a,3oi585o99994b45684o  179914,  ele. 

kdiÈask  des  i&g<&ù1ifnes  Aaturels. 

fcsa,7i8a8tSa84i)uo45a3536ooa,  de. 
Log.  «=0,43429(5 
Lo^.  Mf .  ê  d&  01^37^844  ^  I 

AMir  ta  )àf^iitoh  seidàgêsîntaté  i£»  ftH;/é  an  \H!^ 


Seconde  =i  i"  :^o,ooooo4SMi368uo9535o9359rate. 
Minutez^  V  3=0,0002008882080657215961539,  etc. 
/>49f^=3  fO  éz  0'««i94^5âè9a5i94432957692369,  ele. 
I''  i»4,6855748668à354o5i  952094,  tUa. 


{ 


1'^  i»4,6855748668à354o5i952094,  tUa. 
i|  =  6,4637361 17267 184  i52o3$7 1 ,  etc. 
#>  =58,24187736751082778454748,  de. 


r/deêr  êa  rayon  en 

.lfoeoii«it»iKB''Wi^iM<b644So6i4^oQ6355i5647t89  èle. 
mimtéè  ttl  n'  sa  '  «  H37*S^46b7«784939i526o^9?  éle 
Ùeçris     =  y.=;.:  vS7»^9f^^  ^' 

£0£r<»*tfAmei)R'.=  3,53627388279^81584796129,  do. 
\ySi  :±  t  ,jrtg8Miifeiib9i72ai54525a,  do. 

i>4Bw  la  dimiêiim'  déoisnaU  da  cerclé  ou  a  en  parties 

du  rayon. 

hicBMp^ëér±  i"  t=:b,Oobooi$7O796|26794896^t03,  ek. 
lo^tD^Mfè      â:>^'~     4.19611987^03015265913793,^0. 

f^akur  du  rayon  en 
J^cimilifradk  s=:^"      ^"^  •> 2^67^1 34307^5351,  etc. 

iifimê 


logMnîkm  «99698473408694^, 
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TABLE  g. 

PBIRCIPALBS  FORMULES   TRIOOHOkÉÏIlfQCES. 

<  .      : 

i*.  éin.  aK.jr  =  o. 
a».  Cos.  aKir=+if 
3».  Sin.(«K+i)ff«o. 

4*.C».(àlC+ !}«  =  —*•       - 


\/- 


9M5in.4a=sy^    5- * 

—  ?  K    I — sin.  a<af. 


V- 


«=*  ».-i=!-iiii_i 


2  J7 


476  TABLE. 

i4**.  Sin.  n  a  =  nsin.  a  cos.  ""*«  a  — 
n.n  —  i.n  — n 


i.a.3 


sin.^  a  cos."""^  tf  + .  • . 


9Ê        9Ê   -  W 

i5*.  Cos.  »  tf  =  COS.»  a —    '  sin.*  a 

cos.»""*a+.  .• 
i6*>.  Sin.  a  =s  a  —  '  I ^   ,  L+*  • . 

«  **  ^* 

i7*.'Cos.  tf  =  1 1 5— 7+--  • 

'  1.2     1 .2.0.4 

sin.^  a      3.3.sin.  5/r 

l8^tf  =:sui.  a+ r  4 o"~7~P  + 

I .2.0       1.2.0. 4*0 

3.3.5.5  sin.  ^  a 

I  .2  .3.4«5.6.  j 

i9«.  a  =  tang.  a  —  î  tang.  ^  û+f  tang.^ 


—  f  tang.T  a'{- . . . 
2o^«  Sin.  (^±:i)=  sin .  a  cos.  6  dr  sin.  6  cos.  a. 
21^.  Cos.  (a±:&)= cos.  acos.  b  ±:  sin.  a  sin.  6. 

^  i±:tang.  atang.è 

23''.  Sin.a±:sin.  &=:2sin.^  {a±:b)cos.i{a±b)» 
24*.  Cos.  tf +cos.6=2cos.  f  (a+6}cos.~(a-»-6]. 

25®.  Cos. a — &  =  2sin.  j(a+6)sin.f  (a — b). 

^     Sin.^i+sin.6 
a6».  ^^ :— T  =  tang.  ^a+b) 

cotang.  7  {a — b). 

27®.  Sin.  (a-i-b)  sin.  (a-*A  )  =  sin.  •  tf  •— 
—  sin.  »  6  =  j  COS.  2  6—7  COS.  2  a. 


TABLE.  477 

a8°.  Sin.  {a+b) cos.  {a—b)  ^  jsin,  n  a  + 

+i  sin.  2b. 
39".  Deatang.  a:=b  taag.  y.  on  déduit 
(b — a)  taua.  y 

_         (ft— a)sin.3^ 
b  +a — (6 — a)  cos-aj-' 


FIN   DES   TABLES. 
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TABLE  DES  MATIÈRES. 

iVbto.  i^QiiBièpos  resiroieiit  au  pa{^. 


Point,  3. 

Point,  droites  et  ptMd,  4* 
ABgle,  5. 

Aigii ,  9hXmi.  MAt  6. 
Perpendiçol^iy'c ,  6. 

Angles    fonqé»  pac    4eux 

dro^s,  6. 
Mes»^  des  4r«iW»«  ^- 
Ti;ianfl#,  19. 

d9»ti|iilii^,  Ji, 


la,  ai,  aa. 
1^^»iigl»  i^Q<^  fi 

iisaàr  la,  k3. 
PropositioR.yécyiHUaiB»  1 3. 
P^r^ijbàWs,  14. 
SpmmB   d«»    «Di^tti  dW 

triangle,  aa> 
^laM««s  entre  W^oôd^tt 

les  angles  d'un  triangle, 

Tvism^^  (ectapgl»,  obiiM- 
angle  et  acutangle ,  a4> 

J||4Ui!a4e  d'asgiMMBatatioii, 
a4 — 37. 

Perpendiculaire,  <»l4ii|iift. 

Quadrilatère,  9^ 
Quadrilatère  convexe ,  29. 


Somme  des  anglea ,  3e. 
Trapèze  »  3o. 
F»raUélo|^aiBBift ,  3a. 
Losange ,  ^. 
Carré,  33* 
Polygoaeft,  33. 
JMygoiftas  équimagtea,  36. 
Somme   des  angles  exté- 

rieivt  et  iatérievs  »  36. 
Pértmèii^t  37. 
Ufff^  kfîsée,  39. 
Lignes  courbes ,  38. 
€irçai»&reikC6,  cerdet»  ta»- 

gentos  et  «éeantes,  $9. 
Qbs^nwkioa,  44 
HenK  oiceoafibeQMSfaî  se 

coupant  QVt^H  towÂent, 

Mesures  des  angles  en  par- 
tiM  éa  çfropnférencea , 
49. 

lïwMipfts  dw  lûnNi, 
5a. 

CompUmant    #*.    avfpM- 

mens,  55. 

^ooniibesoa  «osMotri- 
que,  56. 

.mppwteiM  9k  fS^Bfkmè' 
tre  ,  57. 

Mecoses  d(M  amgfea  telles 
par  des  oomiea  at  das  sé- 
cantes ,  50. 

ProUiniefcciyBt  leadsostea., 
les  angles,  les  triangUi 


48o  TABLE 

et  sur  la  eirconférence , 
6a— 82. 

Problème  indéterminé ,  63. 

Lieu  géométrique,  63. 

Points  symétriques ,  63. 

Principe  général ,  ^4* 

Segmens  additifs  et  sous- 
tractifs  »  77. 

Parabole,  81.  "" 

Aires,  8a. 

Aires  équivalentes,  83. 

Aires  des  rectangles ,  83. 

Système  métrique ,  87. 

Système  ancien ,  89. 

Aires  des  triangles;  rap- 
port de  ces  aires  entre 
elles,  93. 

Triangles  équiangles ,  96. 

Triangles  rectangles ,  99. 

Théorème  de  Pythagore, 
lOi. 

Aires  des  polygones,  des 
parallélogrammes  ,  des 
trapèzes  et  propriétés 
des  carrés,  loi — 107, 

Transversales,  107. 

Propriétés    harmoniques  , 

XII. 

.Lignes  proportionnelles 
dans  le  cercle,  X17. 

Quadrilatères  et  triangles 
inscrits ,  119. 

P61es  et  polaires ,  ia3. 

Lignes  proportionnelles 
dans  le  triangle  rectan- 
gle ,   ia6. 

Suite  des  problèmes,  jan 
—164. 

Sur  les  aires  équivalentes, 
et  transformation  des  fi- 
gures, i33. 

Aire  d'un  trapèze  ,  ]33. 


Aire  d'un  polygone  cir<- 
conscrit,  i34' 

Moyenne  et  extrême  rai- 
son, x36. 

Ellipse ,  i4a. 

Hyperbole ,  x48. 

Cercle  tangent  à  $tq\b  cet' 
clés ,  i54 — x56. 

Polygones  semblables,  i56. 

Axe  de  similitude,  160. 

Propriété  de  trois  polygo- 
nes semblables  et  sem- 
blablement  placés  dans 
un  plan ,  162. 

Lignes  courbes  semblables, 
i63. 

Contacts  des  cercles ,  i65. 

Ligne  disomologue  on  axe 
radical ,  169. 

Trigonométrie  rectiligne, 
172—195. 

Polygones  réguliers  cir- 
conscrits et  inscrits ,  et 
division  de  la  <nrconfé' 
rence  en  parties  égales, 
195. 

Aire  du  cercle ,  et  rapport 
de  la  circonférence  au 
diamètre,  ao5. 

Lunules  d'Hippocrate,ai3- 

Problèmesur  les  polygones 

,    semblables ,  -2 1 3 . 

Propositions  énoncées , 
ai5. 

Propriété  de  Pascal,  216. 

Propriété  de  Brianchon , 
ai6. 

Génération  des  snr&ces , 
220. 

.Plan,  22X* 

Perpendiculaire  ,221. 

Obliques,  !i2a. 


DES  ITATIÊRSS. 

Projection ,  223. 

Points  symétriques ,  3a4« 

Droites  syinétritjues ,  337. 

Plans  parallèles ,  329. 

Angles  dièdres,  33 x. 

Faisceau   liarmoniqae    de 
plans ,  335.  ' 

Angles   solides     trièdres» 
335. 

Angles  symétrlipies  y  337. 

Angle       supplémentaire  , 
;i38. 

Problèmes   sur  les  angles 
solides ,  340. 

Trigonométrie  sphérique, 
343—347. 

Angles  solides  polyèdres, 
347. 

Polyèdres ,  349. 

Pyramides,  361. 

Polyèdres      symétriques , 
353. 

Polyèdres  semblables,  357. 

Prismes ,  360. . 

Aire  des  polyèdres  ,  362. 

Volume  despolyèdres,  363» 

Solides  équivalens ,  363. 

Problèmes  sur  la  transfor- 
mation des  solides,  364. 

Solidité  du  parallélipipède, 
367. 

Solidité  du  prisme,  363. 

Solidité    des    pyramides , 
368. 

Solidité    de  .  la    pyramide 
tronquée,  373. 

Solidité  du  prisme  tronqué, 

375. 
Solidité  des  polyèdres  sem- 
blables ,  276. 
Toisé  des  soudes ,  377. 
Cylindres   et  surfaces   cy- 
lyndriques,  281. 
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Plan  tangent  ^  383. 

Problème  sur  les  plans  tan» 
gens ,  284. 

Développement  du  cylin- 
dre ,  385. 

Surfaces  développables , 
385. 

Hélice  cylindrique  ,  386. 

Cônes  et  surfaces  coniques» 
389. 

Aire  du  cône  droit ,  390. 

Aire  du  cône  tronqué,  391. 

Aire  du  cône  oblique,  391. 

Solidité  dii  cône  ,  393. 

Solidité  du  cône  tronqué  , 

,294- 
Plans  coupans  et  tangens , 

295. 

Sections  coniques  ,  ^296.    . 

Surfaces   de    réyolution , 

397- 
Hyperboloïde     de     rêvo« 

lution  ,   298. 

Surface  annulaire  ,  298. 

Sphère  ,   299. 

Zone  sphérique  ,  3oo. 

Aire  de  la  sphère  ,  3o3. 

Secteur  sphérique  ,    3o5> 

Solidité  de  la  sphère,  307» 

Segment  sphérique ,  307. 

Fuseau  sphérique,  309. 

Onglet  sphérique  ,  3iO. 

Triangle  sphérique ,  3ll. 

Pyramide  sphérique ,  3i5.' 

Comparaison  des  aires  et 
des  Yolumes  sphériques, 
3i5. 

Plans  polaires  ,3x6. 

Mesure  des  angles  solides  , 
polyédriques  et  coni- 
ques ,  317.  . 

Les  cinq  corps  réguliers, 
3x8. 
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Propositions  relatives  .niix         latenrs,  rayons  die  eaiu^ 


polyèdres^  3a4' 
Spnèfe  et  cylindres»  àa6. 
Çp^kère  ej  cône ,  308,. , 
Sections  coniques ,  33  i  — 

t^roj actions  cylindriques, 
342.    . _ 
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